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I.1.1. Courants de Foucault et leurs applications 
Le phénomène des courants de Foucault a été découvert par le physicien français Léon 
Foucault en 1851. Lorsque nous plaçons un matériau conducteur dans un champ magnétique 
variable dans le temps des courants se développent à l’intérieur de matériau sans altérer les 
caractéristiques et ils créent un champ magnétique induit opposé du champ d’excitation 







Figure I.1.  Phénomène des courants de Foucault 
A fréquence élevée, le champ magnétique ne pénètre pas complètement dans l'intérieur du 
matériau et le courant a tendance à ne circuler qu’en surface des conducteurs : c’est l’effet de 
peau. Dans ce cas, la densité de courant décroit de façon exponentielle à partir de sa valeur à 
la surface JS en fonction de la profondeur r de la surface : 
 /)( rS er JJ  (I.1) 
où : 
  est l’épaisseur de peau qui est définie comme la distance dans un conducteur où la majorité 
de la densité de courant (63%) circulet. Elle peut être calculée par l’expression suivante : 

2  (I.2) 
où : 
ω : Pulsation (rad /s) (ω = 2πf) 
  : Conductivité du matériau (S.m-1)  
  : Perméabilité magnétique du matériau (H/m) 
f : Fréquence (Hz) 
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Les courants de Foucault apparaissent dans divers systèmes électriques. Ils jouent un 
rôle important par exemple dans les moteurs, les systèmes de freinage, les dispositifs de 
contrôles non destructifs, les applications de chauffage par induction, ou dans les dispositifs 





















Figure I.2.  Principe d’un dispositif de contrôle non destructif (a) et une application de chauffage par 
induction (b)  
 
Au cours des trois dernières décennies, les méthodes de calcul des champs 
électromagnétiques et plus particulièrement la modélisation des courants de Foucault en 
utilisant des méthodes numériques ont reçu une grande attention. Le but étant généralement 
d’estimer les pertes engendrées. C’est le cas par exemple pour les dispositifs de blindages. 
Les résultats obtenus permettent d’optimiser la conception des dispositifs. 
Dans le cadre de cette thèse, nous allons nous intéresser plus particulièrement à la 
modélisation des courants de Foucault dans les dispositifs d’électronique de puissance en 
basse fréquence (jusqu’à quelques centaines de kilohertz pour des structures d’électronique de 
puissance classique), et plus spécifiquement, seule la modélisation en régime harmonique 
avec les matériaux linaires et non magnétiques est abordée. 
I.1.2. Dispositifs d’électronique de puissance et les méthodes 
numériques pour modéliser les courants de Foucault  
Actuellement, les dispositifs d’électronique de puissance sont largement utilisés dans le 
monde industriel, comme dans les domaines de transports (la traction/propulsion électrique), 
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les systèmes de distribution d’énergie électriques (les onduleurs, les convertisseurs, les 
dispositifs d’excitation dans les alternateurs…) ou dans le domaine de la variation de vitesse. 
Ces dispositifs sont de plus en plus complexes et comportent des structures de plus en plus 
compactes.  
Afin de modéliser les courants de Foucault en basse fréquence, plusieurs méthodes 
numériques peuvent être envisagées : la méthode des éléments finis (MEF), les méthodes 
intégrales (dont dérive la méthode PEEC – Partial Element Equivalent Circuit), la méthode 
des éléments de frontière…  
Parmi les méthodes citées, la méthode des éléments finis est reconnue comme un outil 
efficace pour le calcul des champs dans les systèmes électromagnétiques. Mais, dans certains 
cas il est difficile d’obtenir un bon maillage, et les résultats de la méthode des éléments finis 
ne sont pas toujours précis. En effet, un obstacle souvent rencontré lors de l’utilisation de la 
méthode des éléments finis est la nécessité d'effectuer un maillage adapté dans l'air. En effet, 
ce dernier doit être très fin autour des conducteurs plats ou filaires, ce qui est préjudiciable au 
temps de calcul et en espace mémoire. C’est pourquoi, cette méthode est souvent mal adaptée 
aux dispositifs d’électronique de puissance où la présence des conducteurs plats et filaires est 
prédominante.  
La méthode PEEC [1] a été utilisée au G2ELab (en collaborant avec l’entreprise Cedrat) 
pour développer InCa3D (Figure I.3) qui est un logiciel de simulation innovant dédié à la 
modélisation des connexions électriques dans les domaines de l’électronique de puissance et 
l’électrotechnique. Cette méthode s'applique à une large gamme de dispositifs : circuits 
imprimés, bus-barres, conducteurs massifs. Elle repose sur une méthode intégrale semi-
analytique permettant la détermination des éléments d’un schéma électrique équivalent à 
l’aide de constantes localisées. Elle est particulièrement bien adaptée pour la modélisation de 
régions conductrices du type filaire. S’il est possible actuellement de prendre en compte dans 
cette méthode des régions minces conductrices, cette approche demeure limitée. En effet, des 
contraintes fortes pèsent sur les maillages qu’il est possible d'utiliser (discrétisation des 
géométries en quadrangles) et l’approche est limitée en fréquence (grande épaisseur de peau) 
si l'on s’intéresse aux pertes dans les dispositifs. Enfin, il semble actuellement difficile 
d’envisager la modélisation de conducteurs volumiques dans une formulation PEEC standard. 




Figure I.3.  Modélisation d’un système conducteur par le logiciel InCa3D  
 
Récemment, des travaux [2] ont permis de progresser significativement sur la 
problématique de la méthode PEEC. Dans cette thèse, un couplage entre PEEC et des 
formulations intégrales a permis la modélisation de régions minces conductrices et 
magnétiques avec des maillages triangulaires. Cette approche possède de fortes potentialités 
puisque l’utilisation de formulations adaptées à l’utilisation de mailleurs automatiques permet 
d’envisager le traitement de dispositifs dont les géométries possèdent une complexité 
industrielle. Toutefois, ces travaux, s’ils sont très prometteurs, possèdent encore de larges 
limitations : 
 Leur utilisation est actuellement limitée à des maillages possédant très peu de degrés 
de liberté. En effet, l’utilisation de méthodes intégrales conduit à une explosion 
parabolique des temps de calcul et de la mémoire nécessaire pour traiter les 
problèmes. 
 Les régions filaires et les régions minces ne peuvent actuellement pas être connectées. 
Ce point est très limitant puisque le retour des courants dans de nombreux dispositifs 
se fait par la carcasse (avions, voiture,…). 
 L’extension de ces travaux à des régions conductrices volumiques est encore 
incertaine et soulève actuellement de nombreuses questions (choix de la formulation, 
inconnues de résolutions, fonctions de formes,…). Pourtant, cette extension sera dans 
un futur proche nécessaire car les futurs composants d’électronique de puissance 
seront des plus en plus associés à des géométries 3D. 
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I.2. Objectif de la thèse 
L’objectif de cette thèse est la levée des verrous de la méthode PEEC classique évoqués 
ci-dessus. Notre travail s’est concentré sur le développement d’une méthode PEEC générale 
dans le domaine fréquentiel qui doit permettre : 
 La modélisation des régions conductrices avec un maillage général (volumique et 
surfacique) 
 Les couplages des régions (volumique/filaire, surface/filaire, volumique/surfacique et 
surfacique/surfacique) en contact. 
 L'utilisation de techniques de compression matricielle pour limiter les temps de calcul 
et la place mémoire nécessaire. 
I.3. Plan de la thèse 
Le manuscrit de thèse est organisé de la manière suivante : 
 Après ce premier chapitre introductif, le second chapitre rappelle les formulations 
intégrales de modélisation des courants de Foucault dans des régions conductrices. La 
formulation de la méthode PEEC est détaillée, en présentant ses points forts et ses 
limitations. 
 Le chapitre 3 présente la formulation intégrale en potentiel vecteur électrique associée 
aux arêtes des éléments (T-arête) pour modéliser les régions conductrices en utilisant 
un maillage volumique. Un couplage de cette formulation avec la méthode PEEC 
classique sera ensuite proposé. Nous discuterons les points forts et les limitations de 
cette approche. 
 Le Chapitre 4 présente une nouvelle formulation intégrale 3D en densité de courant en 
utilisant les éléments de facette (J de facettes) pour modéliser les régions conductrices 
avec un maillage volumique. Une comparaison entre cette nouvelle formulation et la 
formulation T d’arêtes sera réalisée. 
 Le Chapitre 5 présente une formulation intégrale en utilisant les éléments de facette 
pour modéliser les régions minces conductrices à épaisseur de peau quelconque. Un 
couplage entre cette formulation et la méthode PEEC classique sera présenté. Un cas 
complexe (couplage des régions minces conductrices) sera également montré. 
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 Une application de la méthode multipolaire rapide (FMM) afin de compresser ces 
nouvelles formulations et ainsi accélérer les temps de calcul tout en limitant la 
mémoire nécessaire sera présenté dans l’annexe de cette thèse.         
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Comme nous l’avons remarqué dans l’introduction générale, la méthode des éléments 
finis est très générale, précise et très utilisée pour la modélisation des problèmes 
électromagnétiques, surtout dans le cas de calcul tridimensionnel des courants induits. 
Toutefois elle est peu adaptée pour les dispositifs d’électronique de puissance. Le choix a été 
fait d’explorer l’utilisation d’approches fondées sur une méthode intégrale puisque cette 
technique permet d’éviter le maillage de l’air et ainsi ne discrétiser que les parties actives. 
Dans ce chapitre, seules les formulations intégrales permettant de modéliser des 
problèmes dans lesquels il y a des courants de Foucault sont traitées. Ce chapitre est constitué 
de 4 parties : 
 Equations de Maxwell appliquées à la modélisation des courants de Foucault en basse 
fréquence 
 Etat de l’art des formulations intégrales pour la modélisation des courants de Foucault 
 Présentation de la méthode PEEC inductive classique (méthode intégrale retenue pour 
ces travaux) 
 Quelques conclusions 
II.2. Equations de Maxwell appliquées à la modélisation des 
courants de Foucault 
Les équations de Maxwell sont un système d’équations aux dérivées partielles qui 
permettent de modéliser tous les phénomènes électromagnétiques. Elles relient par des 
équations locales les champs électromagnétiques (E, B) à leurs sources, les distributions des 
courants et de charge (J, ρ), dans le cas général de régime variable. Elles expriment les lois 
fondamentales de l’électromagnétisme. 
II.2.1. Cas général 
Dans le cas général, les équations de Maxwell pour décrire les phénomènes 
électromagnétiques peuvent s’écrire de la façon suivante : 
t
 DJrotH  (II.1) 
t
 BrotE  (II.2) 
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Ddiv  (II.3) 
0Bdiv  (II.4) 
 
Ces équations sont complétées par les lois constitutives des matériaux :  
ED .  (II.5) 
HB .  (II.6) 
EJ   (II.7) 
 
Où : 
E  : Vecteur champ électrique )/( mV  
D  : Vecteur déplacement électrique )/( 2mC  
  : Densité volumique de la charge électrique )/( 3mC  
B  : Induction magnétique )(T  
J  : Vecteur densité du courant électrique )/( 2mA  
H  : Vecteur champ magnétique )/( mA  
  : Conductivité du matériau ).( 1mS  
  : Permittivité diélectrique )/( mF  
  : Perméabilité du matériau )/( mH  
 M : Vecteur d’aimantation (A/m).   
II.2.2. Cas d’étude 
Dans les travaux présentés dans ce document, le choix a été fait de travailler sur des 
régions conductrices, non-magnétiques (µr = 1) et en basse fréquence. Il a également été 
choisi de prendre en compte seulement les effets magnétiques. Dans ces conditions, il est 
possible de faire des hypothèses de régime quasi-statique (J-M. Guichon [20] et T. Le-Duc 
[2]). Voici les principales simplifications que ces choix entrainent : 
 Négligence des phénomènes de propagation 
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 Négligence du terme 
t
D
 (les charges se déplacent de façon instantanée dans les 
conducteurs et les phénomènes capacitifs ne sont pas pris en considération) 
En utilisant les hypothèses précédentes, les équations de Maxwell se simplifient de la 
façon suivante : 
JrotH   (II.8) 
BrotE j  (II.9) 
0Bdiv  (II.10) 
HB .0  (II.11) 
EJ   (II.12) 
Avec )/(10.4 70 mH
   : Perméabilité magnétique dans le vide 
II.3. Etat de l’art de la modélisation des courants de Foucault 
à partir de méthodes intégrales 
L’objectif de ce paragraphe est de faire un état de l’art bibliographique des différentes 
approches qui ont été explorées lorsque l’on souhaite résoudre les équations de Maxwell 
simplifiées obtenues dans le paragraphe précédent à l’aide d’une méthode intégrale.  
II.3.1. Diversité des méthodes intégrales 
La modélisation des courants de Foucault par le biais de méthode intégrale est assez 
diversifiée. Les références bibliographiques [1-16] explorent différentes approches ainsi que 
les performances que l’on peut en attendre. L’objectif de ce paragraphe est de présenter de 
façon non exhaustive la diversité des méthodes intégrales pour le calcul des courants induits 
dans des régions simplement conductrices (non ferromagnétiques) en fonction de la 
formulation et du type d’inconnues, du type d’éléments de maillage, du type de support des 
fonctions d’interpolation : 
 Type d’élément de maillage utilisé 
Il est bien évidement possible de modéliser des déplacements tri-directionnels du 
courant (dans le volume de la matière conductrice) avec une méthode intégrale (D. 
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Zheng [6], R. Albanese [7]-[8], J. Albert [9] et M. Koizumi [10]). Mais il est 
également possible d’introduire la notion d’éléments surfaciques dans lesquels les 
courants se déplacent suivant seulement 2 dimensions. Ces régions minces dans 
lesquels la densité de courant peut varier dans l’épaisseur permettent de réduire le 
nombre de degré de liberté du problème (A.E. Ruehli [1], T. Le-Duc [2], S.J. Salon 
[3], L. Krahenbuhl [5], H. Tsuboi [13], F. Freschi [14] et P. Alotto [15]) par rapport à 
une approche volumique. 
 Formulations intégrales 
Il existe trois grandes familles de méthode intégrale : les méthodes Intégro-
différentielle (S.J. Salon [3], A. Kalimov [4]), les méthodes de type intégrales de 
frontière (L. Krahenbuhl [5], D. Zheng [6]) et les méthodes d’intégrations de volume 
(A.E. Ruehli [1], T. Le-Duc [2], R. Albanese [7]-[8], J. Albert [9], M. Koizumi [10], 
M. Gimignani [11], L. Kuttunen [12], H. Tsuboi [13], F. Freschi [14], P. Alotto [15]). 
 Type de support des fonctions d’interpolation 
Comme pour les éléments finis, on retrouve les différentes possibilités de support des 
inconnues : les éléments nodaux [2-4], les éléments d’arêtes [7-10]-[12]-[13] et les 
éléments de facette [14]-[15]. Comme pour la méthode des éléments finis il est 
possible de choisir l’ordre des polynômes servant aux interpolations. 
 Inconnues à déterminer 
La résolution des équations de Maxwell afin de déterminer les courants induits peut se 
faire au travers de différentes inconnues. Ces inconnues s’appuient d’une part sur les 
fonctions d’interpolation utilisées et d’autre part sur la relation liant la densité de 
courant et le potentiel vecteur électrique (J = rot T) ou la relation liant le courant et le 
champ magnétique (J = rot H). Voici quelques exemples d’inconnues utilisées par les 
méthodes intégrales : J-élément [1], T-nodal [2]-[3], T-arête dans [7]-[8], J-arête dans 
[9], J de facette dans [14]-[15] et le potentiel scalaire magnétique réduit ϕr dans [5].  
II.3.2. Conclusion 
A partir de l’analyse précédente, nous trouvons que les formulations intégrales pour la 
modélisation des courants de Foucault sont très diverses. Nous avons choisi de porter notre 
attention plus spécifiquement sur 2 approches :  
 La méthode PEEC [1] présentée dans le paragraphe suivant 
 La formulation de T-arête par R. Albanese et G. Rubinacci [8] dans le chapitre III.     
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II.4. Méthode PEEC inductive classique 
La méthode PEEC inductive est également connue sous le nom de méthode RLM 
(Résistance R, Inductance propre et Inductance Mutuelle M). Elle repose sur l’hypothèse que 
le courant est uniforme dans la section des conducteurs et qu’il se déplace suivant une seule 
dimension dans l’élément. 
II.4.1. Equation intégrale de la méthode PEEC 
Compte tenu de la relation (II.10), l’induction dérive d’un potentiel vecteur magnétique 
A tel que : 
rotAB   (II.13) 
A partir de l’équation de Maxwell-Faraday (II.9), il existe un potentiel vecteur 
magnétique A et un potentiel scalaire électrique V définit par la relation suivante : 
Vj gradAE    (II.14) 
Nous considérons une région conductrice et non-magnétique ΩC représentant 








Figure II.1.  Problème considéré 
Le champ électrique E dans le conducteur satisfait la loi d’Ohm. 
Vj gradAJ    (II.15) 
Le potentiel vecteur magnétique s’écrit à l’aide de la loi de Biot et Savart (pour rappel il 










0  (II.16) 
En introduisant le potentiel vecteur magnétique A dans l’équation (II.15), on obtient : 










0  (II.17) 
La densité de courant doit satisfaire les conditions suivantes : 
 Dans la région ΩC : 
0Jdiv  (II.18) 
 
 Sur la frontière ΓC de ΩC : 
0. Jn  (II.19) 
II.4.2. Equation de circuit de la méthode PEEC 
La méthode PEEC classique consiste à discrétiser la région conductrice 3D par des 
éléments 1D de type pavé par lequel le courant entre par une face A et ressort par une face B. 
Ces éléments sont par la suite connectés entre eux et/ou à un circuit électrique extérieur par le 
biais d’équation de circuit. Cette description circuit permet d’assurer naturellement la 








Figure II.2.  Elément i du conducteur 
 
En définissant j0i comme étant la solution électrocinétique pour un courant de 1A (ce courant 
est donc constant sur toute la section). Il faut bien noter que j0i est exactement la fonction de 





j 0  (II.20) 
Pour un conducteur élémentaire i, nous avons : 
iii I00 .jJ   (II.21) 
Où : 
ui est le vecteur unitaire qui indique la direction de courant dans l’élément i 
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Si est la section d’élément i 
I0i est la valeur de courant circulant dans l’élément i.  
En employant une méthode de Galerkin sur l’équation (II.17) et en utilisant j0i comme 




























  (II.22) 






























  (II.23) 
A partir de l’équation (II.23) nous trouvons que : 
- Le terme à droite représente la tension entre les deux extrémités de l’élément i (une 
explication détaillée est donnée par G. Meunier dans [30] et T. Le-Duc dans [2]).   
- Le premier terme à gauche représente la résistance de l’élément i. 
- Le second terme représente l’inductance mutuelle. 































Nous avons l’écriture suivante pour un conducteur élémentaire i : 
i
j
jijii UIMjIR   ..   (II.27) 
II.4.3. Etat de l’art de l’approche PEEC 
La première approche PEEC a été proposée par C.Hoer et C. Love en 1965 dans [16]. 
Elle a par la suite été reprise par A. Ruehli en 1972 dans [1]-[17]. Dans cette approche les 
auteurs proposent une écriture analytique des interactions entre les éléments de discrétisation 
de la géométrie (équations (II.25) et (II.26)). Cette approche a démontré sa fiabilité. 
Initialement elle a été mise en place pour la caractérisation numérique de circuits intégrés puis 
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dans le milieu des années 90 elle a été employée pour traiter des problèmes de modélisation 
en électronique de puissance. 
Au G2Elab, cette approche a été employée dans plusieurs travaux pour d’étude des 
structures d’électronique de puissance (J-L. Schanen [18], E. Clavel [19], J-M. Guichon [20] 
entre autre) et a conduit à la commercialisation d’un code informatique co-développé et 
commercialisé par la société Cedrat : InCa3D [31] (Inductance Calculation). Un certain 
nombre de travaux sont récemment apparus afin de pallier différentes difficultés liées à cette 
approche :  
 Couplage de la méthode des éléments finis avec la méthode PEEC par T.S Tran [27] 
pour la prise en compte en PEEC de régions ferromagnétiques ou pour les éléments 
finis le calcul d’un champs H créé par un ensemble de conducteurs sans avoir à 
mailler finement autour de ces derniers. 
 Prise en compte des effets capacitifs G. Antonini [26] et V. Ardon [28] 
 Prise en compte des matériaux magnétiques et des régions minces conductrices T. Le-
Duc [2], et G. Antonini [21]  
 Amélioration du solveur PEEC pour traiter des systèmes plus complexes en employant 
des algorithmes de compression matricielle G. Antonini [24]-[25] et T.S Nguyen [29], 
 Développement d’une méthode pour prise en compte de discrétisation non orthogonale 
F. Freschi [14], P. Alotto [15], A.E. Ruehli [22] et A. Musing [23] 
II.4.4. Maillage 
Dans la version actuelle du logiciel Inca3D, la région étudiée est discrétisée par des 
éléments de type pavés (donc à sections rectangulaires) E. Clavel [19], J-M. Guichon [20] et 
T.S Tran [27]. Il existe deux types de maillage qui correspondent à deux types de 
déplacement possibles des courants : 
 Maillage unidirectionnel (Figure II.3) pour modéliser les conducteurs pour lesquels il 
existe une direction privilégiée de déplacement du courant 
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Arithmétique Géométique  
Figure II.3.  Un conducteur 1D et deux types de maillage unidirectionnel 
 
 Maillage bidirectionnel pour modéliser les conducteurs pour lesquels le courant peut 
se déplacer suivant 2 dimensions (le courant se développe dans un plan). Il est 






Figure II.4.  Un conducteur 2D et un maillage bidirectionnel 
 
La densité de courant est supposée uniforme dans la section considérée. Donc,  
- Si l’épaisseur de peau est plus grande que la section de conducteurs, une seule 
subdivision dans l’épaisseur est nécessaire. 
- Si le courant varie sur la section de conducteurs, ils doivent être maillés en 
subdivisions élémentaires pour assurer l’hypothèse de densité de courant constante. 
II.4.5. Eléments partiels et schéma électrique équivalent 
En utilisant la méthode PEEC, les subdivisions volumiques élémentaires sont 
considérées comme les branches d’un schéma électrique équivalent où chaque subdivision 
élémentaire est représentée par une résistance et une inductance propre couplée à tous les 
autres éléments (Figure II.5). Ce sont les éléments partiels du circuit équivalent qui sont 
calculés directement à partir des éléments du maillage volumique par les expressions 
analytiques ou numérique (E. Clavel [19], J-M. Guichon [20]).  
 













Figure II.5.  Eléments partiels 
 




R   (II.28) 
Où : 
L : Longueur d’élément du maillage 
S : Section d’élément du maillage 
  : Résistivité du matériau 
 L’inductance propre Lii de l’élément i et l’inductance mutuelle Mij entre l’élément i et 

































Avec : ui et uj sont les vecteurs unitaires d’élément i et d’élément j 
En associant les branches des subdivisions élémentaires, nous obtenons un schéma électrique 
équivalent de la méthode PEEC : 
 Pour les conducteurs unidirectionnels subdivisés en n éléments, le schéma équivalent 
est construit par n branches en parallèle (Figure II.6). 























Figure II.7.  Schéma électrique équivalent du maillage bidirectionnel avec 3 nœuds 
électriques internes 
 
 Pour des conducteurs dont le maillage est bidirectionnel, chaque élément du maillage 
est considéré comme l’ensemble de quatre circuits RLM en séries couplés (Figure 
II.7). 
II.4.6. Résolution circuit électrique 
Un circuit électrique équivalent étant connu, ce paragraphe présente la méthode 
employée pour déterminer la valeur des courants et tensions en tous points du circuit.  
Afin de déterminer les courants et tensions en tous points, différentes techniques 
peuvent être employées en fonction de ce que l’on souhaite placer comme inconnues : 
 Approche des mailles indépendantes, les inconnues seront les courants des mailles 
indépendantes 
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 Approche mixte en utilisant les inconnues qui sont les courants de branche et les 
tensions de nœuds 
 Approche des nœuds indépendants, les inconnues sont les potentiels des nœuds 
indépendants. 
Les avantages et inconvénients de ces approches sont discutés dans les travaux de T.S. 
Nguyen [29].  
Nous avons choisi l’approche des mailles indépendantes pour résoudre ces circuits 
électriques. Le principal argument est la présence de la matrice des inductances mutuelles qui 
est une matrice pleine. Or l’utilisation d’une méthode nodale va imposer de travailler avec 
l’inverse de cette matrice.  
II.4.6.a. Analyse de circuit 
Un circuit électrique peut être représenté à l’aide d’un graphe [32]. La figure suivante 











































Figure II.8. Structure à modéliser et schéma électrique équivalent 
L’exemple de la figure ci-dessus peut se mettre sous la forme d’un graphe dans lequel : 
- Les branches sont les arêtes du graphe. Chaque arête est bidirectionnelle et connectée 
à 2 sommets. 
- Les nœuds électriques sont les sommets du graphe. Il y a au moins 2 arêtes pour 
chaque sommet. 
- Le circuit étant traduit sous forme d’un graphe il est maintenant possible de définir les 
quelques notions permettant de faire l’analyse du circuit : Les mailles sont un 
ensemble d’arêtes adjacentes constituant un chemin fermé. Dans une maille, chaque 
sommet n’est rencontré qu’une seule fois 
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- L’arbre est une partie du graphe comportant un ensemble d’arêtes connectées mais ne 
formant aucune maille. Les arêtes restantes se nomment des liens et forme le co-arbre 
- Les mailles indépendantes sont un ensemble de mailles. Il y a autant de mailles 
indépendantes que de liens. Chaque maille indépendante est constituée d’un seul lien 
(qui ne sera utilisé dans aucune autre maille indépendante) et d’un ensemble d’arêtes 
se trouvant dans l’arbre. 
La Figure II.9 présente le graphe et le résultat de l’analyse de l’exemple présenté ci-
dessus (Figure II.8). Ce graphe se compose de 8 nœuds (N0, N1…, N8) et 9 branches (B1, B2 































Figure II.9. Graphe associé et arbre, co-arbre 
 
II.4.6.b. Détermination du courant 
Afin de présenter la méthode utilisée pour la détermination des courants dans chacune 
des branches, nous utilisons les notations introduites sur les Figure II.8 et Figure II.9. 
 N0, N1,… N7 : Nœud électrique, il y a n nœuds électriques (n = 8 dans l’exemple 
présenté) 
 B0, B1,… B8 : Branche électrique, il y a b branches électriques (n = 9 dans cet 
exemple).  
 Ib : Vecteur des courants circulant dans chacune des branches. Dans l’exemple 
considéré   Tbbbb III 921 ...I  
 Ub : Vecteur des tensions aux bornes des branches.  Dans cet exemple 
       Tbbbb UUU 921 ...U  
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 Us : Vecteur des tensions aux bornes des branches actives (sources de tension). Dans 
ce cas  Ts E...00U (même taille que Ub).  

























Avec :  ii LjR   correspondant à l’impédance de la branche i et Mij est l’inductance 
mutuelle entre les branches i et j.   
Les lignes et les colonnes correspondant aux branches comportant les sources sont 
mises à zéros (dans cet exemple, ce sont la ligne 9 et la colonne 9) 
Avec ces notations, il est possible d’écrire la relation liant les courants de branche Ib et 
les tensions de branche Ub sous forme matricielle : 
bsbb UUIZ   (II.31) 
Afin d’obtenir le courant circulant dans chacune des branches, il faut résoudre l’expression 
(II.31). Toutefois ce jeu d’équation n’est pas indépendant (la matrice Zb est singulière). Il est 
donc nécessaire de rechercher un jeu d’équation indépendant. Pour cela il est possible 
d’employer la notion de mailles indépendantes définie au paragraphe précédent. On définit 
une matrice d’incidence (nommée MMI) constituée de 0, 1 et -1 permettant de donner les 
relations liant les branches aux mailles indépendantes :  
 0),( jiMIM  si la branche j n’a pas de lien avec la maille i.  
 1),( jiMIM  si la branche j est dans le même sens que la maille i. 
 1),( jiMIM  si la branche j est dans le sens opposée à celle de la maille i. 
Le nombre de mailles indépendantes peut être calculé par le théorème d’Euler : 
m = b – n + nombre de circuits indépendants (II.32) 
Dans le cas pris en exemple sur la Figure II.8, le nombre de MI est : 
                                                  m = 9 – 8 + 1 = 2 
Avec les définitions précédentes, la matrice MMI de notre exemple peut s’écrire de la façon 
suivante : 
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B0 B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8
M0 1 1 1 1 0 0 0 -1 -1
M1 0 0 0 -1 1 1 -1 1 1
MMI = 
 
En appliquant la deuxième loi de Kirchhoff pour les mailles indépendantes, nous avons : 
0. bMI UM  (II.33) 
On définit un vecteur de courant circulant dans les mailles indépendantes :  Tmmm II 21I .   
Donc il est possible d’écrire : 
m
T
MIb IMI   (II.34) 
En multipliant l’équation (II.29) par la matrice d’incidence des mailles indépendantes/branche 
MMI   et en utilisant la relation (II.31), nous pouvons écrire : 
0...  sMIbbMI UMIZM  (II.35) 
En introduisant l’expression (II.32) à (II.33), l’expression suivante est obtenue : 
0UMIMZM  sMImTMIbMI ...  (II.36) 
On pose : 
T
MIbMIm MZMZ ..  (II.37) 
sMIm UMU .  (II.38) 
Où, Zm représente la matrice impédance de mailles indépendantes et Um représente la tension 
de maille.  
Enfin, nous avons un système linéaire où les inconnues sont les courants de mailles 
indépendantes : 
mmm UIZ .  (II.39) 
La résolution de l’équation (II.39) nous donne les valeurs de courants dans chacune 
des mailles indépendantes. Les courants de branches sont calculés par la relation (II.34) puis 
l’utilisation de l’équation (II.31) nous donne toutes les tensions de branches Ub. 
II.4.7. Conclusions 
La méthode PEEC inductive classique présentée dans ce paragraphe est adaptée à la 
modélisation des ensembles de conducteurs constituant une structure d’électronique de 
puissance. Elle supporte bien l’hétérogénéité des dimensions géométriques que l’on rencontre 
usuellement dans de tel dispositif. De plus l’expérience montre que cette approche supporte 
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bien le sous maillage (il y a bien évidemment une perte de précision). Toutefois un certain 
nombre de critiques peuvent être faites :  
 Cette approche nécessite un maillage structuré (en quadrangle). Les formes 
géométriques complexes seront donc difficiles à modéliser.  
 Elle ne prend pas en compte la notion de régions minces à faible épaisseur de peau ou 
le fait avec une forte augmentation du nombre d’inconnues. 
 La matrice des impédances de branches Zb est pleine, c’est un inconvénient dans le 
cas où le nombre d’éléments est assez grand. Cette matrice est très coûteuse à évaluer 
et très couteuse en espace mémoire. 
Récemment, les travaux de T.S. Nguyen [29] ont permit de résoudre une partie des difficultés 
dues à la taille de la matrice Zb en employant des techniques de compression matricielle. 
D’autres travaux sont également en cours pour poursuivre dans cette voie. 
II.5. Conclusion 
Le tableau ci-dessous (Tableau II.1) présente un résumé de quelques formulations 
intégrales permettant d’évaluer les courants de Foucault dans des régions conductrices (sans 
présence de région ferromagnétiques) 
Ces approches fondées sur des méthodes intégrales ont montré leurs performances sur 
des dispositifs variés ayant des géométries complexes et pour lesquels les méthodes fondées 
sur les éléments finis ne sont pas toujours bien adaptées (en raison du maillage de l’air entre 
autre) [2]-[27]. Les dispositifs d’électronique de puissance entrent souvent dans cette 
catégorie de dispositifs dont la géométrie entraine une certaine complexité de modélisation.  
Suite à ces constats (avantages et inconvénients), le choix a été fait d’explorer les 
méthodes intégrales afin d’évaluer les courants induits. Face à la diversité des approches 
possibles, le choix a été fait de travailler essentiellement autour d’une approche de type PEEC 
(et d’une façon plus générale sur les techniques à base de J de facette). La raison principale de 
ce choix étant la simplicité avec laquelle il est possible de la coupler avec un circuit électrique 
extérieur (le couplage étant naturel). Toutefois nous explorons également dans le chapitre 














































Arête T-arête 1 par arête   


















CHAPITRE III :    
Formulation intégrale en potentiel vecteur électrique avec 
interpolation d’arêtes 
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Dans le chapitre précédent, nous avons présenté quelques formulations intégrales pour 
la modélisation des courants de Foucault. La méthode PEEC a également été présentée en 
détail. Nous avons montré que ces approches sont bien adaptées pour la modélisation des 
dispositifs d’électronique de puissance, cependant elles ont encore des points faibles et en 
particulier en ce qui concerne les maillages de géométries ayant des formes complexes. Nous 
cherchons également une formulation permettant le traitement des maillages volumiques et 
offrant des possibilités de couplages entre des régions. 
Dans ce chapitre, nous allons analyser une formulation déjà connue basée sur 
l’utilisation des éléments d’arête. Cette formulation est la formulation en potentiel vecteur 
électrique associée aux arêtes des éléments (T-arête) initialement proposée par Albanese et 
Rubinacci [8].  
Ce chapitre sera divisé en 4 parties : 
 Présentation des fonctions de forme d’arête  
 Présentation de la formulation T-arête pour la modélisation des courants de 
Foucault dans des régions conductrices et non-magnétiques puis couplage avec 
la méthode PEEC classique. 
 Validation de la formulation sur un exemple. 
 Analyse des points forts et points faibles de la formulation T-arête  
III.2. Les éléments d’arête  
Dès les années 90, l’utilisation des éléments d’arête est devenue très populaire dans les 
méthodes éléments finis pour résoudre les problèmes d’électromagnétisme. Dans ce chapitre, 
les éléments d’arêtes sont utilisés dans le cadre des méthodes intégrales de volume.  
III.2.1. Eléments d’arête 
Les éléments d’arête ont été proposés par Nedelec [33] et généralisé par Van Welij [34]. 
Ce sont des éléments finis dont les degrés de liberté sont associés aux arêtes du maillage 
plutôt qu’aux nœuds. Dans la Figure III.1, nous présentons un élément fini tétraédrique et 
montrons la différence pour le calcul du champ magnétique en utilisant les interpolations 
nodales et d’arêtes. Pour les éléments nodaux, un champ de vecteur est considéré comme le 




couplage de trois champs scalaires qui correspondent aux trois composantes x, y, z associée 
aux nœuds des éléments. Le vecteur champ H de chaque élément est ainsi approximé par une 
fonction d’interpolation nodale de la façon suivante :  
  
i
izziyyixxi uuuH HHH  (III.1) 
où : 
αi est la fonction de forme nodale de nœud i. 
Hxi, Hyi, Hzi sont les degrés de liberté associant au nœud i les composants de H. 
ux, uy, uz sont les vecteurs unité de l’axe Ox, Oy, Oz des coordonnées cartésiennes. 
À l'intérieur d’un élément finis d’arête, une fonction vectorielle est approchée par une 




ieiHwH  (III.2) 
où : 
Hi est le degré de liberté sur l’arête i. 






















Elément nodal Elément d’arête  
Figure III.1.  Champ représenté par interpolation nodale d’arête sur un élément finis tétraédrique 
 
Considérons une arête i joignant les nœuds {k, l} et orientée de k vers l, la fonction de 
forme d’arête i d’un élément du premier ordre est exprimée par : 
kllkei  gradgradw   (III.3) 
où αk et αl sont les fonctions de forme nodales des nœuds k et l. 




Le rotationnel et la divergence de la fonction de forme d’arête i, s’écrivent : 
lkkllkei  gradgradgradgradgradgradrotw  .2  (III.4) 
0..  kllkeidiv  gradgradgradgradw  (III.5) 
L'intégrale linéique de wei le long de l’arête i est égale à l'unité, ce qui implique que 





dldl HH   wH  (III.6) 
L’utilisation des éléments d’arête assure la conservation de la composante tangentielle 
d'une fonction de vecteur d’un élément à l’autre du maillage tandis que la composante 
normale du vecteur est discontinue. Des travaux détaillés sont proposé par J.P Webb dans [38] 
et une comparaison entre des éléments d’arêtes avec des éléments nodaux est réalisée par G. 
Mur dans [39]. L’utilisation des éléments d’arête permet une représentation naturelle des 
champs électromagnétiques (H, E) car elle assure la continuité de la composante tangentielle 
des variables vectorielles interpolées d’un élément à l’autre. Il en est de même pour le 
potentiel vecteur électrique T qui possède des propriétés semblables à H.  
III.2.2. Formulations intégrales en utilisant les éléments d’arête pour la 
modélisation des régions conductrices et non magnétiques 
La première utilisation des éléments d’arêtes pour la modélisation des régions 
conductrices et non magnétiques par méthode intégrale a été développée par R. Albanese et 
G. Rubinacci [8] à la fin des années 80. Dans ce travail, une formulation en potentiel vecteur 
électrique associée aux arêtes est utilisée pour modéliser les courants de Foucault avec un 
maillage volumique. Cette formulation traite facilement les régions simplement connexes, 
mais pour les régions multiplement connexes, il faut utiliser des coupures afin de changer ces 
régions en régions simplement connexes.  
Des approches ont été proposées pour traiter les problèmes multiplement connexes et le 
couplage avec des équations de circuits en utilisant un algorithme topologique pour trouver 
les degrés de liberté supplémentaires par R. Albanese et G. Rubinacci [40], G. Rubinacci et A. 
Tamburrino [41]-[42]. Récemment, dans le travail de J. Albert et al. [9] une nouvelle 
formulation avec les courants circulant aux arêtes a été développée (J-arête). Pour ce travail, 
les arêtes qui constituent une face sont les mailles du circuit et la résolution est réalisée par 




l’utilisation d’une technique de détermination des faces indépendantes. Les inconnues du 
système à résoudre sont les courants circulant dans ces faces. 
Les éléments d’arêtes sont également utilisés pour modéliser les régions minces 
conductrices et non magnétiques (H. Tsuboi et al [13]-[43]). Dans ces travaux, la distribution 
de courant est interpolée en utilisant des éléments d’arête triangulaires, sur lesquels la 
composante normale de la densité de courant surfacique à travers l’arête des éléments 
triangulaires est choisie comme une inconnue en préservant la continuité de la normale à 
travers les bords des éléments. En réalité, les arêtes sont considérées comme les facettes 
limitées au cas 2D. Les fonctions de forme utilisées dégénèrent alors en fonction d’arêtes avec 
une rotation de π/2.  
Dans les paragraphes suivants, nous allons présenter en détail la formulation du 
potentiel vecteur électrique proposée dans [8]. Un exemple illustrera les performances de cette 
formulation.  
III.3. Formulation 
III.3.1. Equations intégrales 
Considérons un conducteur ΩC, non magnétique dans un champ source extérieur (Figure 
III.2) qui varie selon le temps. Le champ inducteur induit un champ électrique E et des 







Figure III.2.  Problème considéré 
Les phénomènes électromagnétiques dans la région conductrice sont régis par les 
équations de Maxwell. Considérons l’équation de Maxwell-Gauss, l’équation de Maxwell-
Faraday, l’équation de Maxwell-Ampère et la loi d’Ohm dans le régime harmonique : 





0Bdiv  (III.7) 
BrotE j  (III.8) 
JrotH   (III.9) 
EJ   (III.10) 
  
Nous rappelons que l'équation locale de conservation du flux magnétique (III.7) permet de 
définir au moins localement un potentiel vecteur A tel que : 
rotAB   (III.11) 
L'équation de Maxwell-Faraday couplée (III.8) à l'existence locale d'un potentiel vecteur A 
permet de définir le potentiel scalaire électrique V tel que : 
Vj gradAE    (III.12) 
En appliquant loi d’Ohm, nous avons : 
Vj gradAJ    (III.13) 
où, le potentiel vecteur magnétique A est la somme du terme A0 créé par le champ source et 
du terme réduit Ar associé au champ de réaction : 
r0 AAA   (III.14) 











où r est la distance entre le point d’intégration et le point de calcul du champ. 












  (III.16) 
Remarquons que : 
 Dans la région ΩC : 
0Jdiv  (III.17) 
 
 Sur la frontière Γ de ΩC : 
0. Jn  (III.18) 
 




L’équation Ampère-Maxwell (III.9) implique l’existence d’un potentiel vecteur électrique T 
tel que :  
JrotT   (III.19) 












  (III.20) 
En utilisant une interpolation d’arête, le potentiel vecteur électrique s’écrit : 

j
ejej .TwT  (III.21) 
où wej est la fonction de forme de l’arête j.  
























En combinant les équations (III.21) et (III.22), nous obtenons l’équation intégrale finale où les 





































En écrivant sous sa forme matricielle (III.23), nous obtenons alors le système linéaire 
suivant : 































000 .jω ArotwU   








Ceiei VdgradrotwV .  
Dans le système linéaire (III.24), la matrice Re est creuse et similaire à une matrice 
obtenue par un assemblage de la méthode des éléments finis classique car Reij est égale à zéro 
si les arêtes i et j n’appartiennent pas au même élément. La matrice Le est pleine, elle 
représente les interactions à distance calculées par une méthode intégrale.  
Nous considérons maintenant le terme eV de l’équation (III.24), en appliquant le 





















Etant donné qu'il n'y a pas de courants sortant du volume ΩC (J.n = 0), nous choisissions la 
fonction de projection wei = 0 sur Γ. Par conséquent le terme nrotw )( ei est également nul sur 
Γ. Cela conduit à avoir 0 eV  dans l’équation (III.24). 




































Le système à résoudre est donc : 
  0.jω eee UTLR e   (III.27) 
Avec T = 0 sur Γ 
Dans le système à résoudre (III.27), le terme du second membre 0eU  assure la 
compatibilité du système. Le problème est donc auto-jaugé [58]. Le système peut ainsi être 
résolu directement avec un solveur itératif sans ajouté de jauge assurant l’unicité de T. Notons 
qu’il n’est pas possible d’utiliser un solveur direct car la matrice est singulière. Dans ce cas, 
utiliser une technique de jauge est nécessaire. 
III.3.2. Conditions de jauge 
La condition (III.17) est assurée par l’introduction d’un vecteur potentiel électrique 
JrotT  . Une jauge doit être utilisée pour assurer l’unicité de T. 




Afin d’assurer l'unicité de la solution, une technique de jauge par arbre peut être 
utilisée (R. Albanese et G. Rubinacci [35], P. Dular et al. [36]). Cette jauge sera définie de la 
façon suivante : 
T. u = 0 (III.28) 
Où u est un champ de vecteur ne possédant pas de boucle. 
 La détermination d’arbre par la théorie des graphes est introduite dans [32]. Un arbre 
construit sur le maillage d'un domaine est l’ensemble des arêtes qui relient tous les nœuds du 
maillage ne formant aucun chemin fermé (Figure III.3). Il n’existe dans un arbre qu'un seul 
chemin entre n'importe quelle paire de nœuds. Si le maillage est simplement connexe, le 
nombre d’arêtes dans l’arbre est égal à n-1 (n étant le nombre de nœuds du maillage). Plus 
généralement, il est égal à n-p pour un domaine à p composantes connexes. Les arêtes 
restantes du maillage forment le co-arbre associé. Il y a e-n +p arêtes du co-arbre (e étant le 
nombre d’arêtes du maillage). Dans l’exemple de Figure III.3, nous avons 22 nœuds, 21 arêtes 
d’arbre et 19 arêtes du co-arbre. 
 
Maillage Arbre (en vert) et co-arbre (en bleu)  
 
Figure III.3.  Exemple d’arbre et de co-arbre 
  
Pour construire un arbre, il existe principalement deux algorithmes : l’algorithme de 
Prim et celui de Kruskal. Une comparaison entre ces deux algorithmes est détaillée dans les 
travaux de Y. Le Floch [37]. Dans cette thèse, nous avons utilisé l’algorithme de Kruskal. 
En appliquant la technique de jauge par arbre, les inconnues se limitent aux valeurs 
des intégrales de T le long des arêtes formant le co-arbre. Toutes les valeurs de l’intégrale de 
T sur les arêtes de l’arbre sont mises à zéros. Notons que cette procédure équivaut à imposer 
l'équation de la jauge (III.28), où la direction du champ de vecteur u est identifiée par les 
branches de l'arbre. 




III.3.3. Conditions aux limites 
Intéressons-nous maintenant à l’imposition de la condition aux limites (III.18). 
 Si la région est simplement connexe, l’équation (III.18) peut être facilement 
imposée par T = 0 sur le bord Γ. Dans ce cas, toutes les valeurs de l’intégrale de 
T sur les arêtes de l’arbre et les arêtes du co-arbre se trouvant sur la frontière Γ 
sont mises à zéros. Ainsi, seules les arêtes du co-arbre internes au volume sont 
associées à des degrés de liberté. 
 Si la région est multi-connexe, afin de s’assurer que toutes les intégrales de T le 
long des arêtes sur Γ sont nulles, un certain nombre de fonctions de forme 
supplémentaires égales au nombre de coupures nécessaires pour réduire la 
région multi-connexe à une région simplement connexe, doit être ajouté.  
III.3.4. Couplage avec la méthode PEEC classique 
Nous considérons deux types de conducteur volumique : un conducteur ΩC (maillé en 
n éléments) et un conducteur linéique Ω0 (maillé en m éléments). Le conducteur Ω0 est 








Figure III.4.  Exemple de couplage 
 
Le conducteur linéique est modélisé par la méthode PEEC, tandis que la formulation T-arête 
est utilisée pour la modélisation du conducteur ΩC.  
III.3.4.a. Influence du courant de conducteur PEEC sur la conducteur ΩC 
Le conducteur PEEC est considéré comme une source externe du conducteur ΩC. Les 
courants dans le conducteur PEEC créent un potentiel vecteur magnétique A0. Ce vecteur peut 




être calculé en fonction des courants parcourus dans les conducteurs élémentaires du 














  (III.29) 
Où : 
J0 est la densité de courant dans conducteur Ω0 
j0k est la solution électrocinétique pour un courant de 1A 
I0k est la valeur de courant circulant à l’élément k du conducteur PEEC 
L’équation (III.26) devient :      













































En écrivant sous forme matricielle : 
  0..jω 00  IBTLR eee  (III.31) 
Avec : 
I0 est le vecteur des courants circulant dans les éléments du conducteur Ω0 (m ×1). 
B0 est la matrice mutuelle qui représente l’influence des courants dans conducteur Ω0 sur le 


















  (III.32) 
III.3.4.b. Influence des courants de Foucault dans le conducteur ΩC sur le 
conducteur PEEC 
Les courants dans la région ΩC provoquent un champ magnétique sur le conducteur 
PEEC. Dans la Figure III.5 est représentée une interaction entre le courant d’un élément du 
conducteur ΩC avec le courant d’un élément de conducteur Ω0. 
Dans la formulation de la méthode PEEC, nous devons considérer le potentiel vecteur 
magnétique A créé par tous les courants : 



















J0 est la densité de courant dans conducteur Ω0 
J est la densité de courant de Foucault dans conducteur ΩC   


























Elément i de ΩC avec
6 arêtes (a1, a2… a6)







Figure III.5.  Interaction entre le courant de Foucault avec le courant circulant dans   PEEC  
 
Le système matriciel de la méthode PEEC devient : 
  0000 .jω. See UILRTD   (III.35) 
Avec : 
R0 est la matrice résistance de la méthode PEEC. 
L0 est la matrice d’interaction de la méthode PEEC. 
US0 est le vecteur des sources de tension. 
De est la matrice mutuelle qui représente l’influence des courants de Foucault dans conducteur 


















III.3.4.c. Système global d’équations couplées 
A partir des équations (III.31 et (III.35), nous obtenons le système d’équations 
globales : 






















Dans ce système, le courant I0 et la tension US0 sont considérés sur chacune des branches de 
conducteur PEEC. Nous ne pouvons pas résoudre directement ce système car toutes les 
équations ne sont pas indépendantes.  
Comme nous l’avons présenté dans Chapitre II, mous pouvons utiliser la méthode des 
mailles indépendantes pour résoudre le système (III.37). Nous obtenons le système final 
d’équations avec pours inconnues les valeurs du potentiel vecteur électrique sur les arêtes du 





















eee LRZ jω  
T
MIMIm MLRMZ ).jω.( 000   
T
MIe MBZ .00   
eMIe DMZ .0   
00 . SMImS UMU   
Où, MMI est la matrice mailles indépendantes-branches des conducteurs PEEC. 
III.4. Exemples numériques 
Afin de valider la formulation T-arête présentée et de montrer ses performances, nous 
allons considérer deux exemples académiques. Le premier exemple est un cas test avec un 
champ externe créé par une bobine. Le deuxième exemple est un cas test du couplage de la 
formulation T-arête avec la méthode PEEC classique. 













Figure III.6.  Géométrique du cas test (mm) 
Dans ce paragraphe, nous allons tester la formulation T-arête sur un exemple simple. 
Considérons une plaque conductrice et non magnétique, parallélépipédique (200 mm × 200 
mm × 10 mm) en cuivre, placée dans un champ créé par une bobine qui est alimentée par une 
source de courant (1A, 10 Hz) (Figure III.6). L’objectif de cet exemple est le calcul de 
distribution des courants de Foucault et les pertes Joules dans la plaque. Les résultats obtenus 
sont comparés avec la méthode des éléments finis. 
L’exemple considéré est le cas le plus simple du couplage entre la formulation T-arête 
avec la méthode PEEC. Dans ce cas, nous connaissons les courants dans la bobine, et il s’agit 
de déterminer les courants de Foucault dans la plaque. Seule l’équation (III.24) est 
considérée : 
  00..jω IBTLR e  ee  (III.39) 
Le terme à droite de l’équation (III.32) est considéré comme le vecteur second membre du 
système à résoudre, il est facile de calculer ce terme par l’utilisation de l’expression (III.25). 
Les résultats de la modélisation pour la formulation T-arête sont illustrés dans la Figure 
III.7 (distribution des courants), le Tableau III.1 et III.2 (pertes Joule dans la plaque) et la 
Figure III.8 (comparaison des pertes Joules avec la méthode des éléments finis).  
 




 (8.500 éléments dans la 
plaque) 
76.000  
(35.000 éléments dans 
la plaque) 
2.000.000  
(100.000 éléments dans 
la plaque) (Référence) 
Pertes Joule (W) 8,399E-7 8,212E-7 8,168E-7 
 
Tableau III.1 Pertes Joules calculées par MEF 3D 
 




Formulation de T-arête 
Nombre 
d’éléments 
250 1.500 3.000 
Pertes Joule (W) 8,160E-7 8,165E-7 8,167E-7 
 




                                  
  
 
Figure III.7.  Distribution des courants de Foucault dans la plaque (A/m2) 
 





































Figure III.8.  Différence (%) entre les pertes Joules calculées par formulation T-arête par rapport 
à la solution MEF 3D dans logiciel Flux3D, en fonction du nombre d’éléments 
 
Les résultats de simulation ont montré que les résultats obtenus par MEF et la 
formulation T-arête sont identiques. La solution MEF a été obtenue avec un maillage très fin 
(2.000.000 éléments) et est considéré comme la valeur de référence. Nous remarquons que la 
formulation T-arête nous donne de très bons résultats, même avec un maillage grossier. Nous 
n’avons besoin que de 3000 éléments pour atteindre une différence de 0,01% par rapport à la 
solution de MEF 3D. La qualité des résultats est particulièrement remarquable pour la 
formulation T-arête avec un maillage très grossier (moins de 0,1 % d'erreur avec 250 
éléments). 




III.4.2. Validation du couplage avec méthode PEEC 
Source
ΩC
Ω01 (-100, 0, 10)







Figure III.9.  Géométrique du cas test (mm) 
Afin de valider le couplage entre formulation intégrale des éléments d’arêtes avec la 
méthode PEEC, nous considérons une plaque conductrice, non-magnétique (200 mm × 200 
mm × 10 mm) en cuivre (ρ = 1,667×10-8 Ωm), placée dans un champ créé par un conducteur 
filaire (il est définit par deux points : 1 et 2) en cuivre qui est alimenté par une source de 
tension (1V, 10 Hz) (Figure III.9). L’objectif de cet exemple est le calcul de distribution des 
courants de Foucault dans la plaque et les pertes Joules provoqué par ces courants et le 
courant dans le conducteur filaire. Cet exemple sera modélisé par trois méthodes : le couplage 
de la formulation T-arête avec la méthode PEEC, la méthode PEEC classique dans logiciel 
InCa3D et la méthode des éléments finis dans logiciel Flux3D. 
Les résultats de la modélisation sont montrés dans la Figure III.10 (distribution des 
courants de Foucault dans la plaque), les Table III.3 (courant traversant la source de tension) 
et III.4 (pertes Joules dans la plaque). 
 
 MEF 3D 
(1.000.000 éléments 2ème 
ordre avec 80.000 éléments 






Isource (A) 424,086 - j*0,952 424,079 - j* 1,808 424,078 - j*1,808 
 
Tableau III.3 Courant traversant la source de tension  
 






                                  
  





(1.000.000 éléments 2ème ordre avec 
80.000 éléments dans la plaque) 
T-arête 
(3.000 éléments) 
Pertes(W) Diff. (%) Pertes(W) Diff. (%) 
10 Hz 0,064 Ref. 0,066 3,12% 
 
Tableau III.4 Pertes Joules dans la plaque 
 




A partir des résultats, nous trouvons que notre couplage donne de bons résultats. Au 
niveau du courant dans la source de tension, le résultat obtenu est similaire à celui obtenu par 
la méthode PEEC classique. Au niveau des pertes Joules, notre couplage conduit à une erreur 
de 3,12 % par rapport la valeur de pertes de MEF 3D.   
III.5. Conclusions 
Dans ce chapitre, nous avons présenté la formulation intégrale T-arête pour modéliser 
les courants de Foucault dans les régions conductrices, non-magnétiques avec un maillage 
quelconque volumique. Nous avons également présenté un couplage entre cette formulation 
avec la méthode PEEC classique. La performance de cette formulation est montrée sur un 
exemple simple. A l'aide d'une comparaison avec la méthode des éléments finis, nous 
constatons que la formulation T-arête a une bonne précision par rapport avec la solution 
éléments finis. De plus, nous avons seulement besoin d’un maillage grossier dans le cas de 
géométrie simple pour obtenir les bons résultats avec une précision acceptable. 
La formulation T-arête est générale car elle peut traiter facilement les problèmes 
simplement connexes et le cas du couplage avec la méthode PEEC sans connexion. Dans les 
cas multiplement connexes, elle requiert une technique de coupure ou un algorithme 
topologique pour trouver les degrés de liberté supplémentaires comme dans [40]-[41]-[42]. Ce 
point est un obstacle pour la résolution des problèmes industriels où les techniques de 
recherche automatique de coupures peuvent être peu efficaces. De plus, la modélisation des 
connexions entre les régions (volumique/filaire, mince/filaire) est très difficile et elle n’est pas 
naturelle pour les éléments d’arêtes.  
Nous espérons ainsi trouver une formulation plus générale qui nous permette de traiter 
simplement des problèmes compliqués. Dans le chapitre suivant, nous allons proposer une 
nouvelle formulation intégrale utilisant les éléments de facette pour la modélisation des 
conducteurs. 
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Chapitre IV : Modélisation des régions volumiques conductrices et non-magnétiques 




Les résultats obtenus au chapitre III ont montré que la formulation T-arête est très bien 
adaptée à la modélisation des problèmes comportant des courants de Foucault dans les cas de 
géométries simplement connexes. Elle permet d’obtenir une solution précise, 
comparativement à l’utilisation de la méthode des éléments finis. Comme la méthode PEEC 
classique, elle ne nécessite pas le maillage de l’air mais a l’avantage de pouvoir utiliser un 
maillage avec des éléments quelconques (tétraèdres, prismes, hexaèdres). Toutefois, il faut 
noter que la prise en compte des régions non simplement connexes nécessite la mise en œuvre 
de techniques particulières [7]-[40]-[41]-[42]. En outre le couplage avec la méthode PEEC 
classique ou avec des circuits extérieurs, nécessite également une adaptation de la 
formulation.   
Dès les années 80, l’apparition des éléments finis de facette [48] ouvre de nouvelles 
directions de développement pour résoudre les problèmes électromagnétiques. En effet, 
l’utilisation de ce type d’élément permet une représentation adaptée des grandeurs vectorielles 
à flux conservatif (comme la densité de courant J ou l’induction magnétique B). De plus, 
l’utilisation des éléments de facette avec une formulation intégrale de volume permet 
d’exprimer les équations de champs électromagnétiques sous la forme de circuits équivalents 
sans nécessiter le maillage de l’air. En pratique, cette approche permet de combiner deux 
techniques bien maitrisées au laboratoire G2Elab : la première est la méthode des éléments 
finis pour représenter spatialement les champs et la seconde est l’approche circuit (PEEC) 
pour résoudre les systèmes d’équations et assurer efficacement la conservation des courants et 
des flux. En outre, avec l’utilisation des éléments de facette, le couplage avec un circuit 
électrique extérieur est réalisé naturellement. 
Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle formulation intégrale, utilisant les 
éléments finis de facette et qui permet de modéliser le problème des courants de Foucault 
dans les régions volumiques conductrices et non-magnétiques. Cette formulation est générale 
dans le sens où elle peut naturellement lever les limitations de la formulation T-arête, 
notamment pour la prise en compte des régions non simplement connexes. Ce chapitre est 
constitué de 3 parties : 
 Présentation des fonctions de forme de facette et état de l’art des formulations 
intégrales utilisant les éléments finis de facette 
 Développement d’une formulation intégrale permettant la modélisation des régions 
volumiques conductrices non-magnétiques  
Chapitre IV : Modélisation des régions volumiques conductrices et non-magnétiques 
 en utilisant les éléments de facette   
47 
 
 Quelques conclusions 
IV.2. Eléments de facette et état de l’art des formulations 
intégrales 
Dans ce paragraphe, nous allons tout d’abord présenter les éléments de facette, leurs 
propriétés et les raisons du choix de ce type d’élément pour la modélisation des courants de 
Foucault. Dans une seconde partie, nous proposons un état de l’art des formulations intégrales 
utilisant des éléments de facette.  
IV.2.1. Eléments de facette 





























Figure IV.1.  Représentation de fonction de forme de facette de premier ordre {i, j, k}              et {i, 
j, k, l} pour un élément de référence tétraédrique et un élément de référence hexaédrique 
Les éléments de facette sont proposés par Raviart-Thomas [47] et généralisés par A. 
Bossavit [48] sous le nom d’éléments de Whitney du deuxième ordre. En utilisant les 
éléments de facette, les degrés de liberté sont associés aux facettes des éléments finis. 
 
j
jjwΦ  (IV.1) 
Où : 
Ф sont les grandeurs vectorielles à flux conservatif (J, B). 
Фj est le flux de la grandeur traversant la facette j d’un élément. 
wj est la fonction de forme de la facette j (voir la Figure IV.1). Les expressions de wj peuvent 
être facilement calculées pour les différents types d’élément [48] et [54]. 
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La propriété principale de ces familles d'élément est que la composante normale de wj 
est conservée à travers chaque facette, ce qui assure ainsi la conservation de flux (J, B) entre 
les éléments. 
Nous rappelons quelques propriétés des fonctions de forme de facette du premier ordre : 
 













div w  (IV.3) 
Où : 
sj est la surface de facette j et ve est le volume de l’élément e qui contient la facette j.  
n est le vecteur normal de la facette j 
La signe (  ) dépend de l’orientation de la facette. 
IV.2.1.b. Relation entre les fonctions de forme des différents types 
d'éléments finis (nodale, arête et facette) 
Les relations entre les fonctions de forme des différents types d'éléments finis sont 
expliquées et construites en détail dans [54]. Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques 
notions et relations principales : 
Notons  i(n, a)  l’incidence du nœud n sur l’arête a :  
 i(n, a) = 1 si le nœud n est l’extrémité de l’arête a. 
 i(n, a) = -1 si le nœud n est l’origine de l’arête a. 
 i(n, a) = 0 si le nœud n n’appartient pas à l’arête a. 
De la même façon, l’incidence i(a, f) arête-facette est égale à 1 ou -1 pour les arêtes 
appartenant à la facette (le signe dépend de l'orientation de l'arête sur la facette). 
n
a
aani gradw  ),(  
a
f
ffai rotww  ),(  
Où, n  est la fonction de forme du nœud n, aw est la fonction de forme de l’arête a et fw est 
la fonction de forme de la facette f. 
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IV.2.2. Etat de l’art des formulations intégrales en utilisant des 
éléments de facette 
L’utilisation des éléments de facette pour les formulations intégrales a été proposée 
dans quelques travaux au cours des années 2000 par A-M. Vishnevsky et A-G. Lapovok [49], 
A-M. Vishnevsky et A-G. Kalimov [50], F. Freschi [14] et P. Alotto [15]. Dans ces 
formulations, les éléments de facette sont appliqués pour des problématiques différentes : 
 Dans [49] une formulation intégrale de frontière pour le calcul de champs de 
conduction stationnaire est développée.  
 Dans [50] une formulation intégrale de volume pour résoudre le problème 
magnétostatique est proposée.  
 Enfin, des formulations pour la modélisation des courants de Foucault dans les 
régions minces conductrices et non magnétiques en haute fréquence sont 
proposées dans [14]-[15].  
Ces travaux montrent ainsi des exemples d’interpolation de grandeurs par éléments de 
facette, telle que l’aimantation dans [50], ou la distribution du courant dans [14]-[15] et [49]. 
IV.3. Modélisation des régions volumiques conductrices et 
non-magnétiques en utilisant des éléments de facette 
La formulation intégrale, présentée ici, est similaire à l’approche proposée dans [14]-
[15]. Cependant, notre formulation permet la modélisation des courants de Foucault dans les 
régions volumiques conductrices et non-magnétiques en basse fréquence (jusqu’à quelques 
centaines de kilohertz).  
. Dans notre approche, la densité de courant est interpolée avec des éléments de facettes 
du premier ordre. Une représentation sous forme de circuit électrique équivalent, dont les 
branches sont associées aux facettes et les nœuds de ces branches aux barycentres des 
éléments, est proposée (un circuit électrique équivalent, basé sur le maillage dual du maillage 
initial). La résolution du circuit électrique équivalent sera réalisée grâce à la technique des 
mailles indépendantes, comme c’est le cas avec la méthode PEEC inductive classique, cette 
dernière étant d’ores et déjà adaptée à ce type de configuration. 
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Figure IV.2.  Région volumique conductrice et non-magnétique considéré 
 
Considérons une région conductrice et non-magnétique (σ, µ0) ΩC alimentée par des 
sources de tension et/ou de courant externes (voir la Figure IV.2). Les courants dans cette 









0  (IV.4) 
 
Remarquons que : 
 Dans la région ΩC : 
0Jdiv  (IV.5) 
 
 Sur la frontière ΓC de ΩC (sauf les faces reliées au circuit externe) : 
0. Jn  (IV.6) 
IV.3.1.a. Interpolation de facette 
En utilisant des éléments de facette, la densité de courant est approximée par une 
interpolation de facette :  

j
jjIwJ  (IV.7) 
Avec jw  fonction de forme de facette j (1/m
2).  
         jI  (A) valeur du courant à travers la facette j. 
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IV.3.1.b. Système d’équations en utilisant des éléments de facette 










   (IV.8) 























   (IV.9) 
L’équation (IV.9) s’écrit sous la forme matricielle suivante : 































gradw .U  
Dans le système linéaire (IV.10), la matrice Zb représente les impédances des branches 
du circuit électrique équivalent généré par l’utilisation des éléments de facette. Ib est le 
vecteur des courants traversant les facettes. La matrice R est représentative des termes 
résistifs, alors que la matrice L est représentative des inductances mutuelles. Il est à noter que 
la matrice résistive R est creuse et similaire à une matrice obtenue par un assemblage par la 
méthode des éléments finis classique car Rij est égale à zéro si les facettes i et j 
n’appartiennent pas au même élément. D'autre part, la matrice inductive L, en raison de la 
présence du noyau de Green est dense et représentative de l'assemblage de la méthode 
intégrale. Afin d’éviter les problèmes de singularité lors de l’intégration d’un élément sur lui-
même, des corrections numériques en plaçant un nombre de points de Gauss différent sont 
utilisées.  
En appliquant le théorème de la divergence pour le terme du second membre de 





)().(U wnw  (IV.11) 
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En définissant Ue est la valeur moyenne de la tension sur un élément Ωe et Uf la valeur 


















U  (IV.13) 
avec ve volume de l’élément e et sf la surface de la facette f 
Considérons maintenant le calcul de Ubi pour une facette interne i (sauf des faces reliées 
au circuit externe) (voir la Figure IV.3). Le premier terme dans (IV.11) est nul car la valeur de 
wi.n s'annule sur toutes les autres facettes de deux éléments adjacents partageant la facette i. 
Ainsi, à partir de (IV.3) et (IV.12), on peut en déduire que Ubi est la différence de potentiel 
moyen entre deux éléments partageant la facette i. 
Considérons maintenant le calcul de Ubi pour une facette externe i (sur le bord Γ de la 
région ΩC), à partir de (IV.2) et (IV.13), la valeur du premier terme dans (IV.11) est égale au 
potentiel moyen sur la facette i et le second terme de (IV.11) est égal au potentiel moyen de 
l’élément à auquelle appartient la facette i.  
D’après les considérations précédentes, un circuit électrique équivalent (IV.10) peut être 
généré (voir la Figure V.3). Les branches de ce circuit sont associées à chaque facette du 
maillage de la région ΩC. Chaque élément du maillage peut alors être considéré comme un 




















Figure IV.3.  Maillage primal et dual (barycentres des éléments {1 ,2 ,3 ,4} ; barycentre de facette 
sur le bord {0, 5}), et une partie du circuit électrique équivalent (à droite) {l’impédance Zbi, le 
courant de facette Ifi, la tension Ubi de branche i, la source tension externe Uex} 
Il est important de noter que les branches sur le bord sont généralement éliminées du circuit 
équivalent puisque J.n = 0 sur  (le courant traversant ces branches est nul), sauf en présence 
d’un circuit externe (branche 0-1 et 2-5 dans la Figure IV.3) 
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IV.3.1.c. Résolution du circuit électrique équivalent 
Afin d'assurer la conservation des courants en chacun des nœuds du circuit, nous 
pouvons utiliser une technique similaire à ce qui est utilisé pour la méthode PEEC structuré 
classique. Dans notre approche, nous avons décidé d'utiliser un solveur de circuit basé sur la 
détermination de mailles indépendantes [52], car il permet de résoudre le système d’équation 
sans avoir à inverser de matrice. Le principe général consiste à déterminer de petites mailles 
topologiques (avec un nombre minimum de branches), ce qui permet d’accélérer la recherche 
des mailles indépendantes. En outre, le choix de maximiser le nombre de petites mailles 
permet d'améliorer de manière significative le conditionnement de la matrice du système final 
d'équations [55]. 
De plus, comme expliqué ci-dessus, nous pouvons remarquer que la condition aux 
limites (IV.6) peut facilement être prise en compte dans cette formulation, en supprimant 
simplement le degré de liberté associés du circuit équivalent.  
Nous écrivons l’équation fondamentale des mailles du circuit, exprimée en présence de 
tensions de source externe : 
0).(  sbMI UUM  (IV.14) 
Avec MMI matrice d’incidence des mailles indépendantes/branche : 
 MMI (i, j) = 0 si la branche j n’a pas de lien avec la maille i.  
 MMI (i, j) = 1 si la branche j est dans le même sens que la maille i.  
 MMI (i, j) = -1 si la branche j est dans le sens opposé à celle de la maille i.  
et Us est le vecteur des sources de tension externes.  
Nous pouvons écrire un nouveau système d'équations linéaires où les inconnues sont les 
courants circulant dans les mailles indépendantes Im. 
sMIm
T
MIbMI UMIMZM ...   (IV.15) 
On pose : 
T
MIbMIm MZMZ ..  (IV.16) 
sMIm UMU .  (IV.17) 
Où, Zm représente la matrice impédance de mailles indépendantes et Um représente la tension 
de maille.  
Finalement, l’équation (IV.15) peut s’écrire : 
mmm UIZ .  (IV.18) 
Chapitre IV : Modélisation des régions volumiques conductrices et non-magnétiques 
 en utilisant les éléments de facette   
54 
 
La résolution de l’équation (V.18 nous donne les valeurs de courants dans chacune des 
mailles indépendantes. Nous obtenons les courants des branches en appliquant l’équation 
suivante :  
m
T
MIb IMI   (IV.19) 




Figure IV.4.  Cas de présence d’une bobine 












  (IV.20) 














avec J0 est la densité de courant dans la bobine, et Ω0 est la région de bobine. 
L’équation (IV.10) devient : 






Cii dj 00 .U Aw  (IV.23) 
Dans le partie Annexe A.2, nous avons également présenté la résolution du circuit en 
présence de la source de courant. Cette méthode est appliquée dans les travaux de T.S. 
Nguyen [29]. 
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IV.3.2. Couplage avec un circuit externe 
Afin de montrer la performance de nouvelle formulation, dans cette partie, nous 
présentons le couplage entre notre formulation et la méthode PEEC classique. Nous 
considérons une région conductrice et non magnétique ΩC (Figure IV.5) qui est maillée 
(éléments tétraédriques) en n facettes actives. Cette région est connectée avec un conducteur 
filaire (aux points 1 et 2) maillé en m éléments 1D, qui est alimenté par une source de tension 








Figure IV.5.  Géométrique du couplage 
 
Pour modéliser les courants dans la région ΩC et les courants dans le conducteur filaire, 
nous proposons un couplage en utilisant la nouvelle formulation proposée précédemment pour 
calculer les courants dans ΩC et la méthode PEEC classique pour calculer les courants dans le 
conducteur filaire Ω0.   
IV.3.2.a. Principe du couplage 
Dans le cas considéré, il y a des interactions entre les courants dans la région ΩC avec 
les courants dans le conducteur filaire Ω0. Les courants dans les deux régions créent un 
potentiel vecteur magnétique A qui est calculé par l’expression suivante : 


















avec J0 densité de courant dans le conducteur filaire, J est la densité de courant dans la région 
ΩC. 
En discrétisant la région filaire Ω0 (voir la partie II.4.2 de Chapitre II) et la région 
volumique ΩC, nous avons : 
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Où le vecteur j0k est définit : 




uj 0  
avec uk vecteur unitaire qui définit la direction de courant et Sk est la section de l’élément k du 
conducteur filaire. 
 Influence des courants dans le conducteur filaire sur les courants dans la région
ΩC  
En présence des courants dans le conducteur filaire, l’équation intégrale de la densité de 














  (IV.26) 




















































Nous pouvons écrire l’équation (IV.26) sous forme matricielle : 
  bb UIMILR  00..jω  (IV.28) 
Avec : 
R matrice résistance de la formulation intégrale des éléments de facette (n×n). 
L matrice d’interaction de la formulation intégrale des éléments de facette (n×n). 
Ib vecteur des courants traversant les facettes actives du maillage de conducteur ΩC (n ×1). 
Ub vecteur de tension des branches de conducteur ΩC (n ×1). 
I0 vecteur des courants circulant dans les éléments du conducteur filaire (m ×1). 
M0 matrice mutuelle qui représente l’influence des courants dans les conducteurs filaires  sur 



















  Influence des courants de la région ΩC sur les courants dans le conducteur filaire 
En présence des courants de la région ΩC, l’équation intégrale de la densité de courant 
dans le conducteur filaire (II.17) devient :   
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JJJ   
 

  (IV.30) 
























































Alors, le système matriciel pour les conducteurs filaires s’écrit : 
  0000 .jω. UILRIM bf  (IV.32) 
Où : 
R0 matrice résistance de la méthode PEEC (m×m). 
L0 matrice d’interaction de la méthode PEEC (m×m). 
U0 vecteur de tension des branches de conducteur filaire (m×1). 
Mf matrice mutuelle qui représente l’influence des courants dans le conducteur ΩC sur les 










































LRZ jωb  
000 jωLRZ   
Nous rappelons que l’utilisation de la méthode PEEC classique et la formulation par 
éléments de facette nous donnent des circuits électriques équivalents. Le courant I0 et la 
tension U0 sont considérés sur chacune des branches du circuit électrique de conducteur filaire 
et le courant Ib et la tension Ub sont considérés sur chacune des branches de circuit électrique 
équivalent de conducteur ΩC. En combinant ces circuits, nous obtenons le circuit électrique 
équivalent global comme représenté sur la Figure IV.6. Il faut noter que les deux points de 
connexion (point 1 et point 2) correspondant à deux barycentres de deux facettes (facette 1 et 
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facette 2) du maillage du conducteur ΩC. Le problème devient la résolution du circuit 
électrique équivalent global. Afin de résoudre ce circuit, nous utilisons également la méthode 


















Figure IV.6.  Circuit équivalent du couplage (Zbi est l’impédance de branche i du circuit équivalent du 
conducteur ΩC, Z0k  est l’impédance de branche k du circuit équivalent du conducteur filaire, M ik  est la 
mutuelle entre ces deux branches) 

























UG est le vecteur des tensions aux bornes des branches du circuit global. 
Nous avons l’équation fondamentale de circuit qui est exprimée en présence de tensions 
de source externe : 
0).(  sGMI UUM  (IV.35) 
Où : 
MMI est la matrice d’incidence des mailles indépendantes/branche 
Us est le vecteur des sources de tension externe. 
En utilisant les courants circulant dans les mailles indépendantes IGm, nous avons : 
sMIGm
T
MIGMI UMIMZM ...   (IV.36) 
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La résolution de l’équation (V.36) nous donne les valeurs de courants dans chacune des 
mailles indépendantes. Nous obtenons les courants des branches en appliquant l’expression :  
Gm
T
MIG IMI   (IV.37) 
IV.3.3. Validations 
IV.3.3.a. Problème 7 
Afin de valider la formulation proposée et de montrer ses performances en présence 
d’une bobine, nous considérons le Problème 7 du TEAM Workshop Benchmark [53]. Les 
résultats de la modélisation sont la distribution des courants de Foucault et les pertes Joules. 
Ces dernières seront comparées à celles obtenues par la méthode des éléments finis (MEF 3D) 
à l’aide du logiciel FLUX.  
La géométrie du Problème 7 est présentée Figure IV.7. Le problème consiste en un 
conducteur asymétrique avec un trou et une bobine d'excitation. La bobine est placée 30 mm 






























Figure IV.7.  Géométrie du Problème 7 : bobine et plaque conductrice avec un trou (toutes les 
dimensions sont en mm) 
La distribution de courant de Foucault aux deux fréquences considérées dans la plaque 
est présentée dans les Figures IV.8 et IV.9. Les pertes Joules calculées dans la plaque issues 
de deux méthodes sont décrites dans la Table IV.1, la Figure IV.10 et IV.11 
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Figure IV.9.  Distribution des courants de Foucault dans la plaque à la fréquence f=200Hz 
 
f = 50 Hz f = 200 Hz 
Pertes (W) Diff. Pertes Diff. 
MEF 3D avec 2.000.000 
éléments (120.000 
éléments dans la plaque) 
4,70 Ref. 9,50 Ref. 
Notre formulation avec 
7.000 éléments 
4,78 1,7 % 9,70 2,1 % 
 
Tableau IV.1 Pertes Joules (W) dans la plaque 
 
Chapitre IV : Modélisation des régions volumiques conductrices et non-magnétiques 
 en utilisant les éléments de facette   
61 
 

















Eléments de facette 
MEF 3D
Valeur de convergence de MEF 3D
 
Figure IV.10.  Courbe des pertes Joules dans la plaque en fonction du nombre d’éléments dans la 
plaque à la fréquence f = 50Hz 
 























Valeur de convergence de MEF 3D
 
Figure IV.11.  Courbe des pertes Joules dans la plaque en fonction du nombre d’éléments dans la 
plaque à la fréquence f = 200Hz 
 
Les résultats montrent que l'erreur relative de notre formulation par rapport à la MEF 
3D associé à un maillage très fin est bonne (<5%). La Figure IV.10 et IV.11 présentent la 
convergence de la valeur des pertes Joules des deux méthodes en fonction du nombre 
d'éléments dans la plaque à 50 Hz et à 200 Hz. Les résultats obtenus par notre formulation 
sont très encourageants, la convergence étant atteinte avec un plus petit nombre d'éléments 
internes à la plaque comparativement à la MEF 3D. 
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Un autre avantage de la nouvelle formulation est sa capacité à traiter les problèmes non 
simplement connexes grâce à la détermination des mailles indépendantes du circuit électrique 
équivalent. Cette formulation ne nécessite pas la mise en œuvre de techniques de coupures 
pour traiter les régions non simplement-connexes (avec des trous). Ce point est très important 
pour la modélisation des géométries industrielles (par exemple, une voiture), où les 
techniques de recherche automatique de coupures peuvent s’avérer complexes ou peu 
efficaces [56]. 
IV.3.3.b. Couplage avec un circuit externe 
Afin de valider le couplage entre la formulation proposée avec la méthode PEEC 
classique, nous considérons une région volumique ΩC en forme plaque carré (100 mm×100 
mm×5mm) en aluminium (ρ = 2,836×10-8 Ωm). Cette plaque est connectée avec un 
conducteur filaire (aux points 1 et 2), qui est alimenté par une source de tension extérieure 
















Figure IV.12. Géométrie du problème (mm) 
 
L’objectif de cet exemple est de déterminer la valeur des densités de courants circulant 
dans la plaque, du courant traversant la source de tension et des pertes Joules dans la plaque. 
Cet exemple est modélisé par trois méthodes numériques. La première est la méthode PEEC 
classique avec le logiciel Inca3D en utilisant un maillage structuré (1D pour le conducteur 
filaire et 2D pour la plaque). La seconde est notre formulation qui utilise des éléments de 
facette avec un maillage non structuré dans la plaque (éléments tétraédriques). La dernière est 
la méthode des éléments finis (MEF 3D) avec le logiciel FLUX dont la solution est 
considérée comme notre référence. 
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La distribution des courants dans la plaque obtenue par notre formulation est 
représentée sur la Figure IV.13, la valeur de courant traversant la source de tension obtenue 
est illustrée dans la Table IV.2 et les valeurs de pertes dans la plaque issue des trois méthodes 
sont présentées dans la Table IV.3.  
 
 MEF 3D 
(1.000.000 éléments 2ème 
ordre avec 80.000 éléments 
dans la plaque) 





 InCa3D  
(1225 éléments) 
Isource (A) -462,269 + j*5,633 -458,067 + j* 3,964 -464,120 + j*3,925 
 
Tableau IV.2 Courant traversant la source de tension 
 
 
Figure IV.13.  Distribution de densité de courant dans la plaque à la fréquence f = 50 Hz 
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f (Hz) e/δ 
MEF 3D 
(1.000.000 éléments 
2ème ordre avec 
80.000 éléments 
dans la plaque) 
Couplage de notre 
formulation avec 
PEEC 




Pertes(W) Diff.(%) Pertes(W) Diff.(%) Pertes(W) Diff.(%) 
50 Hz 0,42 2,598 Ref. 2,543 2,12% 2,634 1,42% 
 
Tableau IV.3 Pertes Joules dans la plaque 
 
Nous constatons que les résultats de notre formulation sont très proches de ceux de la 
méthode PEEC classique et de la méthode par éléments fins. Elle conduit à une erreur de 2,12 
% des pertes Joules dans la plaque à la fréquence f = 50 Hz par rapport la valeur des pertes 
obtenue avec la MEF 3D. Au niveau de la valeur du courant dans la source de tension, il y a 
une légère différence entre notre formulation avec la méthode PEEC. Cette différence vient 
probablement de la différence du maillage (en tétraèdre pour la formulation intégrale des 
éléments de facette alors que méthode PEEC classique utilise un maillage structuré) et 
l’approximation de l’intégration d’un élément sur lui-même par l’utilisation de la correction 
numérique des deux points de Gauss différentes. 
IV.3.4. Comparaison avec la formulation intégrale utilisant les 
éléments d’arête 
Dans cette partie, nous allons faire une comparaison de la formulation par éléments de 
facette avec la formulation intégrale en potentiel vecteur électrique utilisant les éléments 
d’arête (présentée au chapitre III). Nous souhaitons notamment comparer le nombre 
d’inconnues des systèmes à résoudre ainsi que le conditionnement des matrices issues des 
deux formulations. 
Considérons un cas simple où nous avons une plaque conductrice non magnétique, 
parallélépipédique (100 mm ˟ 100 mm ˟ 20 mm) en cuivre. Cette plaque est maillée avec des 
éléments tétraédriques et placée dans le champ source d’une bobine alimentée par une source 
de courant (1A, 10 Hz).  
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Lb = 50Rb = 50
 
Figure IV.14.  Géométrie du cas test (mm)  
 
Afin de résoudre les systèmes linéaires obtenus par deux formulations, nous utilisons le 
solveur itératif GMRES avec les mêmes de paramètre (critère d’arrêt : 1E-10 et sans 
préconditionement). Pour éviter la singularité de la matrice intégrale L, nous utilisons un 
nombre de points de Gauss différents entre le deux intégrales (source et cible) (15 points de 
Gauss pour la source et 4 points de Gauss pour la cible). 
Nous faisons les simulations avec différents nombres d’éléments dans la plaque (1000 
et 2000 éléments). Les résultats des simulations sont présentés dans le Tableau IV.3. 
 
Nombre 






















Nb. Inconnues 611 609 609 1671 1507 1507 
Conditionnement 3,505E+16 1,236E+3 1,235E+3 7,103E+17 1,143E+4 4,480E+3 
Nb. Itérations 78 81 80 56 259 206 
Pertes Joules (W) 5,5613E-7 5,5613E-7 5,5607E-7 5,6574E-7 5,6573E-7 5,6569E-7 
 
Tableau IV.4 Comparaison deux formulations 
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A partir des résultats précédents, nous constatons que : 
 Avec la formulation T-arête sans arbre, les équations de la matrice ne sont pas 
indépendantes et par conséquent celle-ci est singulière. Par ailleurs le nombre 
d’inconnues est naturellement plus élevé que dans le cas de l’utilisation d’un arbre. Le 
système d’équation étant compatible [58], un solveur itératif peut être utilisé. Comme 
attendu, les résultats montrent une meilleure convergence par rapport aux deux autres 
formulations, ces dernières utilisant des techniques d’arbres pour assurer l’unicité de 
la solution. La formulation T-arête avec un arbre et la formulation intégrale par 
éléments de facette, ont le même nombre d'inconnues (nombre d’arêtes actives sur le 
co-arbre de la formulation T-arête et nombre de mailles indépendantes de la 
formulation en utilisant des éléments de facette). De plus, le conditionnement et le 
nombre d’itérations de deux formulations sont presque identiques. 
 Au niveau de pertes Joules, les résultats obtenus par les trois formulations sont 
quasiment identiques.       
 
IV.3.5. Conservation de la densité de courant 
Dans cette partie, nous allons considérer la conservation de courant de notre formulation 
(IV.5). Nous savons que l’utilisation des éléments de facette associée à la représentation sous 
forme de circuit électrique équivalent va assurer naturellement la conservation de courant au 
travers des lois de Kirchhoff. 
Pour illustrer cette conservation du courant, nous allons présenter un exemple 
d’électrocinétique. Nous considérons une région conductrice, non-magnétique ΩC comme 
présenté Figure IV.13. Un potentiel de 1V est imposé sur la face Γin et un potentiel nul est 
imposé sur la face Γout. Nous allons calculer les flux entrants et les flux sortants de deux faces 
Γin et Γout. Le flux de la densité de courant traversant une face Γ est donné par : 
 

dnJ.  (IV.38) 
La conservation de courant est assurée si les flux entrants sont égaux aux flux sortants pour le 
domaine ΩC.  
La modélisation est réalisée à l'aide de 2 formulations (avec un maillage identique à 
base de tétraèdres) : 
 La formulation intégrale en utilisant des éléments de facette (EF) présentée dans 
ce chapitre 
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 La formulation en potentiel scalaire électrique de la méthode des éléments finis 









Figure IV.15.  Géométrique de ΩC (mm) 
 
 
Figure IV.16.  Distribution de densité de courant 
 
Formulation EF  
(300 éléments) 
Formulation en potentiel 
scalaire électrique de MEF 
3D (300 éléments) 
Valeur de convergence de 
formulation en potentiel 














122835 122835 126723 122918  124513 124513 
 
Tableau IV.5 Flux entrants et flux sortants de deux formulations 
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Formulation EF  
(300 éléments) 
Formulation en potentiel 
scalaire électrique de MEF 
3D (300 éléments) 
Valeur de convergence de 
formulation en potentiel 
électrique de MEF 3D 
(2.000.000 éléments) 
Pertes (W) Diff. (%) Pertes (W) Diff. (%) Pertes (W) Diff. (%) 
122835 1,35 126629 1,70 124513 Ref. 
 
Tableau IV.6 Pertes Joules dans la région ΩC  






















Valeur de convergence de Flux3D
 
Figure IV.17.  Courbes de pertes Joules en fonction du nombre d’éléments 











































Figure IV.18.  Courbes d’erreurs relatives avec la valeur convergence de Flux3D en 
fonction de nombre d’éléments 
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La distribution de courant dans la région ΩC est illustrée dans la Figure IV.16, les flux 
calculés par deux formulations sont montrés dans la Table IV.5 et les pertes Joules obtenues 
sont présentées dans la Table IV.6 et les Figure IV.17 et IV.18.  
A partir de ces résultats, nous trouvons que l’écart entre les flux entrants et les flux 
sortants de la formulation EF sont identiques comme attendu, tandis que les écarts obtenus 
avec le potentiel scalaire électrique sont de l’ordre de 3%. Au niveau des pertes Joules, les 
deux formulations convergent très bien, cependant la formulation intégrale des éléments de 
facette semble un peu meilleure (Figure IV.8) et conduit à une erreur de 1,35 % sur les pertes 
Joules par rapport la valeur de référence avec un maillage de seulement 300 éléments. 
IV.3.6. Conclusion 
Les résultats obtenus avec cette nouvelle formulation utilisant des éléments de facette 
nous montrent que cette formulation est très performante. Elle répond à plusieurs objectifs 
que nous nous sommes fixés pour cette thèse : 
 Elle permet la modélisation des régions conductrices non-magnétiques avec un 
maillage volumique quelconque, constituant ainsi une généralisation élégante de la 
méthode PEEC classique  
 Elle peut traiter aisément les problèmes non simplement-connexes sans nécessiter la 
détermination de coupure ni de maillage de l’air. 
 Elle se couple facilement et naturellement avec la formulation issue de la méthode 
PEEC classique, les deux formulations ayant les mêmes bases théoriques. 
 Avec cette formulation, la conservation de courant est assurée fortement, notamment 
grâce à la représentation du problème sous la forme d’un circuit électrique équivalent 
IV.4. Conclusions 
Dans ce chapitre, nous avons présenté une nouvelle formulation intégrale utilisant des 
éléments de facette pour la modélisation des courants de Foucault dans les régions 
conductrices non-magnétiques avec un maillage volumique quelconque. Cette formulation 
générale permet de modéliser des problèmes relativement complexes (régions non simplement 
connexes, connexions ente régions volumiques et filaires). 
Cette formulation a été validée par le Problème 7 de TEAM Workshop Benchmark qui 
est un cas de référence international non simplement connexe. 
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Nous avons également présenté la modélisation des connexions entre une région 
volumique et une région filaire grâce au couplage avec la méthode PEEC classique. Ce cas a 
été validé sur un exemple académique. 
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CHAPITRE V :    
Modélisation des régions minces conductrices et non- 
magnétiques en utilisant les éléments de facette 
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Les résultats obtenus avec la nouvelle formulation intégrale présentée au chapitre IV, 
ont montré la pertinence des éléments de facette pour la modélisation des courants de 
Foucault dans les régions conductrices avec un maillage volumique. Dans ce chapitre, nous 
allons continuer à exploiter les éléments de facette pour la modélisation des régions minces.  
Les régions minces sont des régions qui ont une faible épaisseur "e" par rapport à leurs 
autres dimensions. Ainsi, l’utilisation d’un maillage volumique pour modéliser ces régions 
conduit à utiliser un grand nombre d'éléments pour éviter les erreurs numériques. En outre, 
lorsque la fréquence est élevée, l’épaisseur de peau devient plus petite que l'épaisseur de 
région e. Dans ce cas pour une bonne prise en compte de la répartition de courant dans 
l'épaisseur, il est nécessaire d'augmenter le nombre de mailles dans l'épaisseur (et donc le 
nombre d'inconnu du problème). Pour ces raisons, des formulations adaptées à la modélisation 
des régions minces sont développées dans ce chapitre. 
Le chapitre est organisé suivant cinq parties : 
 Elément spéciaux et état de l’art des formulations intégrales pour la modélisation des 
courants de Foucault dans des régions minces. 
 Présentation de la formulation intégrale utilisant des éléments de facette pour la 
modélisation des régions minces conductrices non- magnétiques dans le cas de grande 
épaisseur de peau en basse fréquence.  
 Développement d’une formulation intégrale générale permettant la modélisation des 
régions minces conductrices, non-magnétiques avec épaisseur de peau quelconque en 
basse fréquence.  
 Modélisation des connexions entre régions minces en utilisant les éléments de facette 
et filaires. 
 Quelques conclusions 
V.2. Etat de l’art de modélisation des régions minces 
V.2.1. Eléments spéciaux 
La modélisation des régions minces nécessite une adaptation particulière de la méthode 
numérique utilisée. La plupart des dispositifs d'électronique de puissance ont des régions 
minces et des régions filaires. Si la variation des grandeurs physiques suivant l’épaisseur (le 
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courant ou le champ magnétique) peut être constante (cas de grande épaisseur de peau δ) ou 
hyperbolique (cas de petite épaisseur de peau) (voir la Figure V.1), nous pouvons modéliser 
les régions minces par l’utilisation d’éléments spéciaux (une formulation détaille est proposée 
dans les travaux de C. Guérin [44] dans le cadre de l’utilisation de la méthode des éléments 
finis).  
J ou B J ou B
e e
Variation constante Variation hyperbolique  
Figure V.1.  Variation des grandeurs physiques suivant l’épaisseur des régions minces 
Généralement, les régions minces sont considérées comme des régions surfaciques. La Figure 
V.2 montre une région mince conductrice non magnétique de volume ΩC. Cette région mince 









Figure V.2.  Modélisation d’une région mince en utilisant les éléments spéciaux 
 
V.2.2. Etat de l’art des formulations intégrales pour la modélisation 
des régions minces 
Afin de modéliser le problème de courants de Foucault dans les régions minces, 
plusieurs formulations intégrales sont proposées par T. Le-Duc [2], S.J Salon [3], Kalimov 
[4], L. Krähenbühl [5], H. Tsuboi [13]-[43], A., F. Freschi [14], P. Alotto [15]. Toutes ces 
formulations se destinent à traiter les deux cas principaux suivants : 
 Le cas où l’épaisseur de peau est largement supérieure à l’épaisseur de la région mince 
(δ>> e) par exemple dans [3]- [4]-[13]-[14]-[15] et [43]. 
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 Le cas général où l’épaisseur de peau est quelconque par rapport à l’épaisseur de la 
région mince (δ>> e, δ<< e, δ≈ e) par exemple dans [2]-[5]. 
Parmi les articles cités ci-dessus, les éléments de facettes sont utilisés dans [14]-[15] 
pour la modélisation des régions minces conductrices et non-magnétiques à haute fréquence 
(prise en compte des effets inductifs, capacitifs et sans propagation). Dans le paragraphe 
suivant, de la même façon, nous présentons les formulations intégrales pour la modélisation 
en basse fréquence. 
V.3. Modélisation des régions minces conductrices non-
magnétiques avec une grande épaisseur de peau (δ>>e) en 












Figure V.3.  Une région mince  
 
Nous considérons une région mince conductrice et non magnétique (σ, µ0) de volume 
ΩC d’épaisseur e. Cette région mince est géométriquement remplacée par une surface 
moyenne S (voir Figure V.3). 
V.3.1. Introduction 
Dans le cas où l’épaisseur de peau δ est grande par rapport à l’épaisseur e d’une région 
mince, la densité de courant peut être supposée comme étant uniforme suivant l’épaisseur de 
la région. C’est pourquoi, il est possible de représenter la région mince par une surface qui 
passe au milieu de la région volumique et de ne mailler qu’en éléments surfaciques (Figure 
V.4).  
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Figure V.4.  Maillage de la région mince 
V.3.2. Formulation 
Nous récrivons en premier lieu l’équation intégrale de la méthode PEEC qui décrit les 










0  (V.1) 
V.3.2.a. Interpolation de facette 
Nous supposons que les courants de Foucault sont tangentiels à la surface de la région. 
La densité de courant est supposée uniforme suivant l’épaisseur et si l’épaisseur de la région 
mince e est suffisamment petite, la densité de courant J peut être approximée 




sjsjIwJ  (V.2) 
Où : sjw est la fonction de forme de facette j de l’élément surfacique (1/m), et en pratique est 
associé à l’arête j.  
sjI  (A/m) est la valeur du courant surfacique traversant l’arête j de l’élément surfacique 
correspondant la facette j de l’élément volumique réel (Figure V.5). 
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Figure V.5.  Courant de facette 





I   (V.3) 
Avec Ij (A) la valeur du courant réel traversant la section d’arête j   e de la région mince 
(voir la Figure V.5) avec j est la longueur de l’arête j. Alors, la densité de courant J peut 





1 wJ  (V.4) 
Comme nous l’avons noté dans chapitre IV, la propriété principale des éléments de facette est 
que la composante normale de wsj est conservée entre chaque facette, ce qui permet également 
d’assurer la conservation du courant. Pour une fonction de forme de facette surfacique, nous 
avons : 








. nw  (V.5) 




1w  (V.6) 
Où :  
Sk est la surface d’élément k du maillage surfacique qui contient l’arête j. Le signe (  ) 
dépend de l’orientation de l’arête j. 
n est vecteur normal de l’arête j. 
V.3.2.b. Système d’équations en utilisant des éléments de facette 













   (V.7) 
Il faut bien noter que nous faisons l’approximation suivante (justifiée par le fait que e << aux 
autres dimensions) : 
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En utilisant l’expression (V.8) et l’interpolation de facette (V.4), l’équation (V.8) peut s’écrire 
























  (V.9) 
En écrivant l’équation (V.9) sous forme matricielle, nous avons alors le système linéaire avec 
les inconnues qui sont les courants de facette : 
































La matrice Zb peut être considérée comme la matrice d'impédance des branches du circuit 
électrique équivalent générée par l’utilisation des éléments de facette. Ib est le vecteur des 
courants traversant les facettes, R est la matrice des termes résistifs, et L est la matrice des 
inductances mutuelles.  
En appliquant le théorème de la divergence pour le terme du second membre de 
l’équation (V.7), nous obtenons : 
VdSdivdV siSsibi  
 S
)().(U wnw  (V.11) 
Où : Γ est le bord de la région surfacique S. 











U  (V.12) 
sk et sl sont les surfaces des éléments k et l qui partagent l’arête i. Donc, Ubi est la différence 
de tension moyenne entre deux éléments partageant l’arête i (voir la Figure V.6).  









U   (V.13) 
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sk est la surface de l’élément k qui contient l’arête i et i est la longueur de l’arête i. Donc, Ubi 
est la différence entre la tension moyenne de l’élément qui contient i et le potentiel en 
moyenne sur cette arête (voir la Figure V.6). Il faut également noter que la tension Ubi est 
nulle sur le bord sauf s’il y a un circuit externe. 
De la même façon comme dans le Chapitre IV, un circuit électrique équivalent (V.10) 
peut être généré (voir la Figure V.6). Les branches de ce circuit sont associées à chaque arête 
du maillage surfacique. Chaque élément du maillage surfacique peut alors être considéré 
comme un nœud de circuit. Ce circuit électrique est une représentation équivalente du 
maillage dual. Les branches correspondent aux arêtes sur le bord qui sont éliminées sauf les 





























Figure V.6.  Maillage primal et dual (points noirs : barycentres des éléments ; points rouges : barycentres 
des facettes sur le bord), et un circuit électrique équivalent 
V.3.2.c. Résolution du circuit électrique équivalent 
Afin de résoudre le circuit électrique équivalent généré par l’utilisation des éléments de 
facette dans ce chapitre, de la même façon comme dans le chapitre IV, nous utilisons un 
solveur de circuit basé sur la détermination des mailles indépendantes. Les cas étudiés (en 
présence des sources de tension externe ou des sources de courant ou des bobines) sont déjà 
présenté dans les paragraphes IV.3.1.c, IV.3.1.d de chapitre IV et dans l’annexe A.2.   
V.3.3. Exemple 
Afin de valider la formulation présentée, nous considérons un disque mince conducteur 
avec un trou comme présenté Figure V.7 (R = 500mm, e = 10mm, σ = 6E7 S/m). Ce disque 
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est placé dans le champ d’une bobine qui est alimentée par une source de courant (I = 1A, h = 
100mm, Rb = 300mm). L’objectif de cet exemple consiste à calculer la distribution des 
courants de Foucault surfacique et les pertes Joules dans le disque. Cet exemple est modélisé 
par trois approches différentes : la méthode des éléments finis axisymétrique dans le logiciel 
Flux2D qui sera considérée comme la référence, la méthode des éléments finis en utilisant des 
éléments coques dans le logiciel Flux3D [44]-[46] et la méthode intégrale en utilisant les 





























                    Eléments coques (MEF 3D)                 Eléments de facette 
 
Figure V.8.  Distribution de courants moyens (A/m) dans le disque à la fréquence f =10 Hz 
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Figure V.9.  Ecart (%) des pertes Joules calculée par la formulation des éléments de facette et celui des 
éléments coques (MEF 3D) du cas de grande épaisseur de peau par rapport à la solution MEF axisymétrique 
en fonction de nombre d’éléments à la fréquence f=10Hz 
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Eléments de facette 
 
Figure V.10.  Les valeurs de courant moyen (A/m) sur ligne AB à la fréquence f =10Hz 
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f (Hz) e/δ 
Méthode MEF (2D) 
axisymétrique 
(100.000 éléments 
avec 34.000 éléments 
dans le disque) (Réf.) 
Eléments coques (MEF 
3D) 
(2.000.000 éléments avec 
400.000 éléments dans le 
disque) 
Element de facette 
(9.000 éléments) 
Pertes(W) Diff.(%) Pertes(W) Diff.(%) Pertes(W) Diff.(%) 
10 0,5 3,818E-6 Ref. 3,584E-6 6,12 3,833E-6 0,39 
 
Tableau V.1 Pertes Joules dans le disque 
 
Les résultats de la modélisation sont décrits dans le Tableau V.1, les Figure V.8, V.9 et 
V.10. Les pertes dans le disque calculées par les trois méthodes sont présentées dans le 
Tableau V.1. Si nous considérons la méthode des éléments finis axisymétrique comme 
référence, la méthode intégrale avec éléments de facette conduit à une erreur de 0,39 % pour 
les pertes par effet Joule à 10 Hz avec 9000 éléments du maillage pour le disque. De plus, la 
qualité des résultats reste particulièrement bonne pour la formulation intégrale et cela même 
pour un maillage grossier (moins de 5% d’erreur avec 3000 éléments) (voir la Figure V.8).  
Pour la distribution des courants de Foucault surfacique dans le disque, les résultats de 
calcul de la formulation intégrale sont comparés avec la solution des éléments finis utilisant 
des éléments coques. Les distributions obtenues par les deux méthodes sont similaires (Figure 
V.9) avec un écart de (5%) sur les valeurs de densité de courants calculés sur la ligne AB 
(Figure V.7) dans la Figure V.10. 
V.3.4. Conclusion  
Dans ce paragraphe, nous avons présenté la formulation intégrale pour la modélisation 
des régions minces conductrices et non-magnétiques avec une grande épaisseur de peau (δ >> 
e) en utilisant les éléments de facette. Cette formulation nous donne de bons résultats de 
pertes Joules et de distribution des courants. Elle peut être utilisée avec un maillage 
surfacique quelconque et permet la prise en compte des régions multi-connexes grâce à 
l’algorithme de recherche des mailles indépendantes. 
Cependant, cette formulation n’est pas valable dans les cas de fréquence élevée pour 
lesquelles l'épaisseur de la plaque est supérieure à l'épaisseur de peau. Dans le paragraphe 
suivant, nous allons présenter une nouvelle formulation intégrale générale en utilisant les 
éléments de facette et permettant de résoudre tous les cas d’épaisseur de peau (δ>> e ou δ<< e 
ou δ≈ e) et ceci sans avoir à mailler suivant l’épaisseur.    
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V.4. Modélisation des régions minces conductrices non-
magnétiques dans le cas général (δ quelconque) en utilisant 
des éléments de facette 
V.4.1. Introduction 
Dans cette partie, nous présentons une formulation intégrale générale qui nous permet 
de modéliser les régions minces conductrices et non magnétiques avec épaisseur de peau 
quelconque (δ>> e ou δ<< e ou δ≈ e). Cette approche est similaire à la formulation présentée 
dans la partie précédente, cependant, elle prend en compte la variation de champ suivant 
l’épaisseur (en raison de l'effet de peau), comme dans [2]-[5]-[44] et [51].  
V.4.2. Description de la région mince 
Nous considérons une région mince conductrice et non magnétique (σ, µ0) ΩC avec 
l’épaisseur de région e (Figure V.11) qui est placée dans un champ extérieur variable. La 
surface S est la surface moyenne de la région mince. Les surfaces S1 et S2 sont les surfaces de 
bord entre la région mince avec la région d’air. 
Nous supposons que la densité des courants J ne possède pas de composante suivant z 
et que la solution peut être obtenue en supposant que l’épaisseur de la région mince e est 
suffisamment petite par rapport aux dimensions de la région mince. En pratique la solution de 
















Figure V.11.  Région mince et notions associées 
 
V.4.2.a. Equation de la région mince 
Les courants de Foucault sont tangentiels à la surface de la région mince. Nous 
appelons : 
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JJ  (V.14) 






  (V.15) 
A partir de la solution analytique de J suivant z [2]-[5]-[44]-[45] et [51] nous pouvons 
montrer que :  
Smm G JJ .  (V.16) 


















G  (V.17) 
 












  (V.18) 
V1 étant le potentiel scalaire électrique du premier côté de la région mince. 
Pour une région mince, les travaux de Tung LE DUC [2] ont montré qu’il était possible 





































JJ    (V.20) 
De la même façon, nous pouvons écrire l’équation Maxwell-Faraday pour le deuxième côté 









JJ    (V.21) 
V2 étant le potentiel scalaire électrique du deuxième côté de la région mince. 
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En moyennant les deux équations de Maxwell-Faraday de deux côtés de la région mince 





ej gradJJ  .4 0  (V.22) 












 est le potentiel scalaire électrique moyen surfacique. 
Tout se passe comme si nous avions une région mince de conductivité σ* = G.σ. 
V.4.2.b. Formulation intégrale en utilisant des éléments de facette 
La mise en œuvre des éléments de facette est alors identique au cas des régions minces 
où δ>> e, en remplaçant la conductivité σ par la nouvelle conductivité σ*.  
En effet, la densité de courant moyenne suivant l’épaisseur Jm peut être approximée 





1 wJ  (V.24) 
Avec sjw  la fonction de forme de facette j de l’élément surfacique.  
Ij (A) est la valeur de courant réel traversant la section d’arête j  e de la région mince. 


















   (V.25) 

























  (V.26) 
En écrivant l’équation (V.26) sous forme matricielle, nous avons alors le système linéaire 
avec les inconnues qui sont les courants de facette : 
  bb UILRIZ  .jω.  (V.27) 
 
Avec : 
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Finalement, nous avons également obtenu un circuit électrique équivalent où les 
branches de ce circuit sont représentées par les arêtes du maillage surfacique, et où les nœuds 
sont les barycentres des éléments du maillage. La résolution de ce circuit est réalisée de la 
même façon que précédemment en employant un formalisme de mailles indépendantes. 
V.4.2.c. Calcul des pertes Joules 
La formulation ne permet d’accéder après la résolution qu’à la densité de courant 
moyenne. Par conséquent, elle ne permet pas de calculer les pertes Joules en intégrant la 
densité de courant suivant l’épaisseur puisque nous ne savons pas exprimer J(z). Toutefois, 




   
S S
mSmmSm dSjdSeP BHJE ..Re.   (V.28) 
Dans laquelle : 
SmE  est le champ électrique surfacique moyen. 
mJ est le conjugué de mJ . 
SmH  est le champ magnétique surfacique moyen tangentiel. 
lle. 
mB est le flux moyen circulant dans la région mince et mB  est le conjugué de mB . 


























Re. 0  (V.30) 
Dans l’équation (V.30), le champ magnétique surfacique moyen tangentiel est la composante 
tangentielle du champ total Htotal : 
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HrJH   341 (V.31) 
où, Hexterne est le champ créé par les sources externes. 
V.4.3. Un exemple 
Afin de valider la nouvelle formulation proposée, nous reconsidérons l’exemple du 
paragraphe V.3.3, un disque mince conducteur et non magnétique avec un trou au milieu, 
placé dans le champ d’une bobine qui est alimenté par une source de courant. Les résultats de 
la modélisation par cette formulation sont également comparés avec les solutions de la 
méthode des éléments finis axisymétrique (2D) puis celle obtenue avec des éléments coques 
(3D) du logiciel FLUX (Table V.2, Figure V.12, Figure V.13, Figure V.14, Figure V.15 et 
Figure V.16).     
A partir des résultats obtenus, nous constatons que les pertes Joule calculées par la 
nouvelle formulation en utilisant des éléments de facette sont très proches de celles de la 
méthode des éléments finis axisymétrique (Figure V.13). Elle conduit par exemple à une 
erreur de 1,5% à f = 250 Hz (Figure V.12).  
Pour la distribution des courants surfaciques (Figure V.14, Figure V.15 et Figure V.16), 
nous trouvons de légères différences dans les valeurs de densité de courants par rapport la 




Méthode MEF (2D) 
axisymétrique 
(100.000 éléments 
avec 34.000 éléments 
dans le disque) (Réf.) 
Eléments coques (MEF 
3D) 
(2.000.000 éléments avec 




Pertes (W) Diff.(%) Pertes (W) Diff.(%) Pertes (W) Diff.(%) 
10 0,49 3,818E-6 Ref. 3,584E-6 6,12 3,851E-6 0,86 
50 1,08 4,629E-6 Ref. 4,281E-6 7,52 4,680E-6 1,10 
250 2,43 9,627E-6 Ref. 8,832E-6 8,26 9,641E-6 0,15 
1000 4,88 1,978E-5 Ref. 1,831E-5 7,43 2,124E-5 7,38 
 
Tableau V.2 Pertes Joules dans le disque 
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MEF 3D éléments coques
J-facette surfacique
 
Figure V.12.  Courbe des pertes Joules en fonction de la fréquence 
 
 



























Figure V.13.  Ecart des pertes Joules calculées par la formulation des éléments de facette 
par rapport à la solution de MEF axisymétrique en fonction du nombre d’éléments à la 
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                    Eléments coques (MEF 3D)                 Eléments de facette 
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                    Eléments coques (MEF 3D)                 Eléments de facette 
Figure V.16.  Distribution de courants moyennes (A/m) dans le disque à la fréquence f =1000 Hz 
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Nous avons développé une nouvelle formulation intégrale en utilisant des éléments de 
facette qui permet de modéliser les régions minces conductrices et non-magnétiques avec une 
épaisseur de peau quelconque (δ>> e ou δ<< e ou δ≈ e). Cette formulation est validée sur un 
exemple académique. Les résultats fournis par notre formulation sont très encourageants, ils 
sont proches des résultats des méthodes de référence du logiciel FLUX.  
Dans la partie suivante, la performance de cette formulation sera évaluée dans des cas 
de modélisation en présence de connexions entre régions. Comme nous allons le voir, la 
formulation élément de facette est très bien adaptée à ce type de modélisation. 
V.5. Modélisation des connexions des régions en utilisant des 
éléments de facette 
V.5.1. Couplage avec un circuit externe 
Nous considérons une plaque conductrice, non-magnétique (σ, µ0), d’épaisseur e. Cette 
plaque est connectée avec un conducteur filaire (aux points 1 et 2), qui est alimenté par une 






Figure V.17.  Description de problème 
 
La résolution de ce problème est similaire à celle de la formulation utilisant des éléments de 
facette avec un maillage volumique proposé dans le Chapitre IV. Nous allons réaliser un 
couplage entre la formulation proposée dans cette partie et la méthode PEEC classique. En 
réalité, nous faisons un couplage de circuit de deux circuits électriques équivalents provenant 
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des deux formulations. La résolution de circuit est également réalisée par la méthode de 
mailles indépendantes.       
V.5.1.a. Validation 
Afin de valider ce couplage, nous considérons une plaque mince carrée (200 mm×200 
mm), d’épaisseur 2 mm, en aluminium (ρ = 2,836×10-8 Ωm). Cette plaque est connectée à un 
conducteur filaire en aluminium de section 1 mm2 alimenté par une source de courant (1A) à 
la fréquence 1kHz, comme représenté sur la Figure V.19.  
 
ΩC (σ, µ0) Ω0
1 (80, -80, 0)
2 (-80, 80, 0)
I = 1A
A (-98, 0, 0)





Figure V.18.  Géométrique considérée (mm) 
 
L’objectif de cet exemple consiste à calculer la distribution des courants et les pertes 
Joules dans la plaque. Les résultats obtenus par notre formulation sont comparés avec la 
solution de la méthode des éléments finis (MEF) en utilisant des éléments coques dans 
logiciel FLUX3D. 
La distribution des courants dans la plaque issue des deux méthodes est montrée dans la 
Figure V.20 et les valeurs de courants calculés sur une ligne AB sont représentées sur la 
Figure V.21. Nous constatons que notre formulation et la méthode MEF donnent des résultats 
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                    Eléments coques (MEF 3D)                 Eléments de facette 
Figure V.19.  Distribution de courants moyennes (A/m) dans le disque à la fréquence f =1 kHz 
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f (Hz) e/δ 
Element coque (MEF 3D) 
(2.000.000 éléments avec 
100.000 éléments dans la 
plaque) 
Element de facette 
(6.500 éléments) 
1 kHz 0,74 8,392E-5 8,746E-5 
 
Tableau V.3 Pertes Joules (W) dans la plaque 
 
Le Tableau V.3 présente le calcul des pertes Joules dans la plaque. Notre couplage 
donne un bon résultat avec 4,21 % de différence par rapport avec la solution de MEF.  
V.5.2. Couplage entre régions minces 
Dans ce paragraphe, nous allons montrer un autre intérêt de l’utilisation des éléments de 
facette pour modéliser les cas complexes. Nous considérons une région mince (épaisseur e) 
conductrice et non-magnétique en forme de T, cette région est alimentée par des sources 
externes (source de tension ou source de courant) comme dans la Figure V.22. En utilisant la 
formulation intégrale éléments de facette pour régions minces proposée, nous allons 








Figure V.21.  Description de problème 
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Connexion à la source





Connexion interne  
Figure V.22.  Maillage et les parties de circuit électrique équivalent (les point noirs : barycentres des 
éléments surfaciques ; les points rouges : barycentres des arêtes connecté avec les sources ; les points 
violets : barycentres des arêtes sur la région linéique commune) 
L’utilisation des éléments de facette nous permet générer un circuit électrique 
équivalent où les arêtes sont associées aux branches, les barycentres des éléments ou les 
points représentés dans la Figure V.22 (points rouges et points violets) sont considérés comme 
les nœuds de ce circuit.  
La Figure V.22 montre un maillage surfacique et les parties de circuit électrique 
équivalent. Il y a trois types de connexion qui sont présentées : 
 Connexion à la source réalisée par la connexion entre les éléments surfaciques au bord 
avec les sources. Il faut noter que les branches qui correspondent avec les arêtes sur le 
bord seront éliminées (puisqu'il ne peut pas y avoir de courant sortant) sauf les arêtes 
connecté aux sources.    
 Connexion sur la région linéique commune (la ligne est partagée par les trois régions 
minces) réalisé par la connexion entre les éléments de trois régions minces qui ont des 
arêtes communes. Dans le cas étudié, nous notons qu’il faut ajouter les nœuds aux 
barycentres des arêtes qui sont partagés par 3 éléments des régions (par exemple nœud 
11 dans la Figure V.22).  
 Connexion interne réalisée par la connexion entre des éléments surfaciques internes.  
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Avec le circuit équivalent obtenu, nous pouvons résoudre des grandeurs de ce circuit en 
















Figure V.23.  Géométrie considérée 
Nous considérons une région mince en forme de T en aluminium (ρ = 2,836 ˟ 10-8 Ωm). 
Les paramètres géométriques sont donnés dans la Figure V.23. Cette région est alimentée par 
deux sources de tensions (1V, 50 Hz).  
Dans cet exemple, nous souhaitons calculer les courants circulant dans le conducteur 
massif, les courants traversant les sources de tension et les pertes Joules dans ce conducteur 
massif. La modélisation est réalisée par deux formulations : la formulation intégrale en 
utilisant des éléments de facette avec un maillage volumique (proposé dans le chapitre IV) et 
celle utilisant un maillage surfacique. 
En utilisant des hexaèdres avec le maillage volumique et des quadrangles avec le 
maillage surfacique, nous obtenons la distribution de courant dans le conducteur par les deux 
formulations comme montre les Figure V.24, V.25 et V.26. Les valeurs de courants traversant 
les sources sont représentées dans le Tableau V.4 et les valeurs de pertes Joules dans le 
Tableau V.5. 
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5.67E+6 1.39E+8 3.42E+9 5.71E+6 1.40E+8 3.41E+9
 
Maillage volumique Maillage surfacique 
Figure V.24.  Module de densité de courant (A/m2) à la fréquence f =50 Hz 
5.67E+6 1.39E+8 3.40E+9 5.71E+6 1.39E+8 3.38E+9
 
Maillage volumique Maillage surfacique 
Figure V.25.  Partie réelle de densité de courant (A/m2) à la fréquence f = 50 Hz 
9.14E+4 6.08E+6 4.04E+8 9.46E+4 6.20E+6 4.06E+8
 
Maillage volumique Maillage surfacique 
Figure V.26.  Partie imaginaire de densité de courant (A/m2) à la fréquence f =50 Hz 
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 Maillage volumique 
(7 .700 éléments) 
Maillage surfacique 
(7.500 éléments) 
Isource 1 6487,952 – j*558,337 6478,893 – j*562,465 
Isource 2 -6369,969 + j*981,516 -6383,493 + j*990,504 
 








50 Hz 6428,961 6431,193 
 
Tableau V.5 Pertes Joules (W) 
 
A partir des résultats, nous constatons que les deux formulations nous donnent des 
résultats qui sont très proches. Il y a de légères différences entre les deux formulations (0,13 
% pour le courant traversant les sources et 0,04 % pour les pertes Joules). Ces différences 
peuvent être expliquées par la différence du maillage utilisé et les nombres de points Gauss 
utilisé pour calculer les intégrales entre les deux formulations (27 et 8 point Gauss pour la 
formulation du maillage volumique, 16 et 9 point Gauss pour la formulation du maillage 
surfacique). 
V.6. Conclusions 
Nous avons présenté des formulations intégrales en utilisant les éléments de facette afin 
de modéliser des courants de Foucault dans les régions minces conductrices et non 
magnétiques. Les formulations permettent de modéliser le cas de grande épaisseur de peau 
(δ>> e) mais aussi le cas général avec une épaisseur de peau quelconque. Ces formulations 
ont été validées sur un exemple académique non simplement connexe. 
Nous avons également présenté la modélisation des connexions entre des régions 
(région surfacique/région filaire et région surfacique/région surfacique par l’utilisation des 
éléments de facette. Ces connexions sont réalisées par le couplage de circuits électriques 
équivalents. Chaque cas a été validé sur un exemple académique.  
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES 
 
L'objectif de ces travaux de thèse était de proposer une méthode fondée sur l'approche 
PEEC inductive classique dans laquelle il serait possible de modéliser les courants de 
Foucault dans des régions conductrices, non magnétiques, en basse fréquence avec un 
maillage quelconque permettant ainsi le maillage de formes complexes tel qu'un fuselage 
d'avion ou encore des circuits imprimés de formes complexes. 
Après une présentation de la formulation PEEC inductive classique dans le chapitre II, 
le chapitre III présente une formulation intégrale dans laquelle les inconnues sont les 
potentiels vecteurs électriques associés aux arêtes des éléments. Cette formulation permet de 
discrétiser la géométrie à l'aide de triangles (pour les régions surfaciques) ou de tétraèdres 
(pour les régions volumiques), répondant ainsi au besoin de discrétisation de formes 
géométriques complexes. Les essais effectués ont montré que l'on obtenait une bonne 
précision. Toutefois certaines limitations sont apparues. 
 Tout d'abord la matrice à résoudre est singulière (dépendance linéaire de 
certaines équations). Dans les exemples traités cela n'était pas contraignant car le 
second membre était compatible mais cette propriété interdit l'utilisation de 
solveurs directs et peut rendre les préconditionnements algébriques un peu 
délicats lors de l'utilisation pour la résolution d'algorithmes itératifs. 
 La résolution sur des géométries simplement connexes se déroule bien. 
Toutefois dans le cas de géométrie non simplement connexe il est nécessaire 
d'employer des techniques à base de coupure afin de résoudre le problème. Il 
serait également possible d'employer des méthodes fondées sur l'analyse de la 
topologie des arêtes afin d'ajouter les équations manquantes et de supprimer les 
équations linéairement dépendantes. 
Suite à ces constats, il est proposé dans le chapitre IV une approche fondée sur des 
fonctions de formes de facette. Cette représentation permet de retrouver de façon naturelle la 
représentation sous forme de circuit électrique équivalent. Ainsi la connexion avec des 
circuits électriques extérieurs ou la connexion avec une formulation de type PEEC classique 
est naturelle puisqu'il suffit simplement de faire une équipotentielle électrique entre les 
différentes parties. La résolution s'effectue au travers du traitement des équations du circuit 
électrique équivalent ce qui permet de résoudre tous les problèmes de connexité et assure la 
conservation des courants au travers de l'écriture des lois des nœuds. Ainsi l'approche 
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présentée dans ce chapitre permet de modéliser des formes géométriques complexes sans 
placer des contraintes fortes sur le maillage (puisqu'il est possible d'avoir un maillage à base 
de tétraèdres) tout en retrouvant l'efficacité et la souplesse d'utilisation (au travers d'une 
description de type circuit électrique) de la méthode PEEC classique. 
Les dispositifs géométriques que ces travaux cherchent à modéliser sont très souvent 
constitués de conducteur dont l'épaisseur est faible devant les autres dimensions. Il peut donc 
être intéressant de mettre en place des techniques avec un simple maillage surfacique au lieu 
d'un maillage volumique. Le chapitre V aborde la prise en compte de régions minces avec une 
épaisseur de peau quelconque (δ> e ou δ≈ e ou δ< e) en prenant en considération la variation 
de courant (et donc du champ) dans l'épaisseur sans avoir à discrétiser cette épaisseur. 
L'approche proposée repose sur celle présentée dans le chapitre IV. L'intérêt vis-à-vis des 
objectifs de ces travaux est donc respecté (discrétisation simple de formes géométriques 
complexes, connexions électrique simples). 
En conclusion, les approches proposées dans les chapitres IV et V permettent une 
modélisation fine des courants de Foucault dans des régions (volumiques ou surfaciques) 
conductrices et non magnétiques. Les géométries peuvent être de formes complexes et la 
connexion avec un circuit électrique extérieur ou le couplage avec une méthode PEEC 
classique est complétement naturelle. 
L'un des défauts des approches fondées sur les méthodes intégrales provient des 
difficultés liées aux calculs des interactions entre chacun des éléments (divergence du noyau 
de Green) et au stockage de ces interactions qui nécessite l'utilisation de matrices pleines 
réduisant ainsi le nombre de degrés de liberté permis. Afin de contourner ces 2 difficultés 
voici ce qui a été mis en place et quelques propositions d'amélioration : 
 L'intégration d'un élément sur lui-même s'effectue par une intégration numérique 
avec un décalage entre les points de Gauss sources et cibles. Il pourrait être 
envisagé d'employer soit des techniques analytiques (ou semi-analytiques) soit 
d'avoir recours à une intégration adaptative permettant d'assurer la qualité de 
l'intégration. Cela pourrait être fait pour tous les éléments proches (et pas 
seulement l'interaction d'un élément sur lui-même). 
 L'utilisation d'algorithme de compression matricielle permet d'éviter d'une part 
le calcul de toutes les interactions et d'autre part cela permet d'éviter le stockage 
d'une matrice pleine. Dans les travaux présentés dans ce document, nous avons 
employé une méthode de compression de type Fast Multipole Method (FMM) 
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nous permettant de réduire le temps d'intégration par un facteur 2.5 et nous 
permettant un gain de mémoire d'un coefficient 10. L'annexe A.3 présente les 
résultats obtenus avec cette technique de compression. Il serait intéressant de 
comparer d'autres techniques de compression matricielle telle que l'Hybrid Cross 
Approximation (HCA) afin d'étudier l'efficacité de différentes techniques de 
compression sur le temps de calcul et sur la place mémoire nécessaire pour la 
résolution sur le type de formulation employée dans ces travaux. 
Les travaux présentés dans ce document pourraient être complétés par : 
 La mise en œuvre d’une formulation impédance de surface ne nécessitant que le 
maillage surfacique des régions volumiques, dans les cas où l’épaisseur de peau 
est faible par rapport aux dimensions géométriques. 
 La prise en compte des régions conductrices magnétiques (thèse de Vinh LE 
VAN en cours avec un développement de formulation de type B de facette pour 
la prise en compte des régions ferromagnétiques). 
 La prise en compte des termes électrostatiques dans le vide et en présence de 
diélectrique permettant ainsi une validité de notre approche pour des fréquences 
plus élevées. Cette montée en fréquence est nécessaire entre autre pour l'étude de 
la CEM de dispositifs électroniques (thèse de Jonathan SIAU). 
Concernant les aspects numériques, il serait intéressant de travailler sur : 
 La compression matricielle, actuellement des travaux ont lieu dans le cadre de la 
thèse de Jonathan SIAU pour tester une technique de type HCA. 
 Les préconditionneurs, éléments essentiels pour assurer une convergence rapide 
des algorithmes de résolution itératifs. 
 L'intégration entre éléments très proches. 
Enfin des travaux autours de la réduction d'ordre permettraient d'employer les 
modélisations fines issues des travaux présentés dans ce mémoire dans des approches 
systèmes (la réduction d'ordre permettant d'éviter des simulations lourdes incompatibles avec 
une approche système). 
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ANNEXES 
A.1. Fonction de forme de facettes d’ordre 1 pour différentes 
géométries 
Dans cette partie, nous présentons tous les fonctions de forme de facette pour un triangle, un 
quadrangle, un tétraèdre, un hexaèdre, un prisme. 
Elément de référence Facette 
Fonction de forme 
de facettes 
Divergences des 
fonctions de forme 
de facettes 
 
























































































































f 22w  62 fdivw  
Annexes     
 































f 124w  64 fdivw  
 












































































































































fw  11 fdivw  
















fw  12 fdivw  
















fw  13 fdivw  









































A.2. Résolution du circuit en présence de la source de courant 
La méthode présentée dans paragraphe IV.3.1.c de chapitre IV considère seulement les 
sources de tension. En cas général, il a encore la présence des sources de courants, il faut donc 
modifier le vecteur des inconnues afin de chercher dans ce dernier les tensions des branches 
des sources de courant. Pour traiter ce problème, une méthode détaillée est présentée dans les 
travaux de T.S. Nguyen [29]. 





















  (A.2.1) 
Le nouveau système linéaire pour résoudre les courants de mailles indépendantes et les 
























Im : Inconnues courants de mailles indépendantes 
Ims : Courants imposés dans les mailles indépendantes contenant une source de courant 
Ums : Tensions imposées dans les mailles indépendantes. Nous mettons à 0 sur toutes les 
mailles indépendantes ne contenant pas de sources de tension. 
Um : Inconnues tensions de mailles indépendantes contenant une source de courant 
Id : Matrice identité carrée ayant un nombre de ligne identique au nombre de source de 
courant 
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A.3. Compression matricielle en utilisant la méthode 
multipolaire rapide (FMM) 
L’objectif de cette annexe est de présenter l’utilisation de la méthode multipolaire 
rapide afin d’éviter le stockage d’une matrice plein et améliorer le temps d’intégration pour 
les formulations intégrale en utilisant des éléments de facette que nous avons proposées dans 
cette thèse.  
 
a) Introduction 
Comme nous l’avons déjà évoqué, l'utilisation d'une méthode intégrale dans une 
modélisation électromagnétique entraîne la résolution d’un système linéaire plein. Ce point 
conduit à deux difficultés qui ont longtemps désavantagé les approches intégrales vis-à-vis de 
méthodes plus classiques telles que les éléments finis qui conduisent à des matrices creuses. 
Ces deux difficultés sont : 
- Le temps de construction de la matrice d’interaction de la méthode intégrale A et la 
mémoire nécessaire à son stockage évolue en O(N2) (N étant le nombre d'inconnues), 
ce qui est très limitant si l'on cherche à traiter des problèmes comportant un grand 
nombre d'éléments. En effet, l’explosion parabolique de la mémoire nécessaire au 
stockage dépasse très rapidement la mémoire disponible. 
- Le temps de résolution du système linéaire à l'aide d'algorithme de type direct 
(décomposition LU par exemple) nécessite un nombre d’opérations évoluant en 
O(N3). Par conséquent, les temps de calcul vont très rapidement devenir rédhibitoires. 
 Notons qu’afin de résoudre des systèmes linéaires de taille importante, il existe des 
familles d'algorithmes itératifs. Cette famille d'algorithme permet de faire chuter le temps de 
résolution du système pour les problèmes possédant un nombre important de degrés de liberté 
(Cette opération est a priori de complexité O(N2). Ils possèdent également comme avantage 
de ne pas nécessiter le stockage de la matrice A. En effet, ils nécessitent seulement 
l’évaluation d’un produit A.x, x étant une donnée d’entrée. Ce point est déterminant car il est 
alors possible de ne stocker qu’un ensemble de données permettant d'approcher correctement 
le produit A.x, ce qui revient à dire que l'on a "compressé" la matrice A. Notons que cette 
compression n’est pas forcément une matrice mais peut être un ensemble d’opérations plus ou 
moins compliquées permettant de calculer A.x à partir de x. 
 Dans les travaux effectués nous avons choisi d'employer un algorithme itératif de type 
GMRES pour résoudre le système linéaire (n'importe quel type d'algorithme itératif travaillant 
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à partir d'un produit de type A.x aurait pu être employé). Notons toutefois que la principale 
difficulté, de ces familles d'algorithme est que la convergence est souvent difficile. Il est alors 
nécessaire d’utiliser un préconditionneur. 
 Pour améliorer le problème de la taille mémoire et du temps d’intégration, il est 
possible de faire appel à la méthode multipolaire rapide (Fast Multipole Method - FMM). La 
méthode FMM a été proposée par Greengard et Rohklin en 1985 [57]. En utilisant cette 
méthode, nous pouvons effectuer le produit A.x de façon plus rapide. Son intérêt réside dans 
la possibilité de calculer les interactions lointaines par « paquets » (d'un point de vue 
géométrique) de façon approchées mais particulièrement efficace. Ainsi le coût de la 
multiplication (matrice – vecteur) évolue en théorie en O(N) au lieu de O(N2) pour la version 
multi-niveau de l’algorithme. De plus, nous ne devons plus stocker la matrice [A] mais un 
ensemble de relations d’un agencement plus complexe (voir très complexe) mais nécessitant 
beaucoup moins de mémoire. Toutefois, le résultat obtenu est approché. Notons que cette 
méthode est très performante par rapport à l’approche classique seulement si le système à 
résoudre est de taille suffisamment importante (au moins quelques milliers d'inconnues). 
 Les FMM ont été introduites typiquement pour traiter les problèmes d’influence d’une 
multitude de sources ou pôles (points d’intégration) sur un ensemble de points d’observation 
(point de collocation). L’application de cette méthode s’étend à une large classe de 
problèmes : électrostatique, électromagnétisme, gravitation, chimie, biologie…. Cet 
algorithme a été qualifié comme l’un des meilleurs écrit au XXème siècle. Il permet, en 
théorie, de traiter des problèmes d’interactions possédant plusieurs centaines de milliers 
d’inconnues, voir des millions.  
 
b) Mise en œuvre de FMM 
La méthode FMM est employée pour calculer le produit matrice-vecteur. Nous ne 
pouvons pas utiliser un solveur direct pour résoudre le système linéaire (la matrice n'étant pas 
connue de façon explicite). Nous devons choisir un solveur itératif. Il existe un grand choix 
d'algorithme permettant de résoudre des systèmes linéaires de la forme A.x = b. L'algorithme 
qui est quasiment systématiquement retenu lors de résolution faisant intervenir les FMM est 
GMRES. 
L’avantage de cet algorithme est sa vitesse de convergence souvent meilleure comparée 
aux autres solveurs itératifs. Cet algorithme consiste à minimiser un résidu rn= b - A.xn où xn 
est un vecteur candidat à l’itération n. On constate donc que la matrice A n’intervient que 
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dans l’expression de son produit avec un vecteur représentant la solution approchée du 
problème. 
Nous revenons à notre problème. Comme déjà évoqué, quand on utilise la méthode 
FMM, la partie bIL. dans (IV.10) est décomposée par deux parties :  
bainlobprocheb ILILIL ... int  (A.3.1) 
Le terme bainlo IL .int va être calculé directement par FMM et nous ne devons pas stocker 
la matrice ainlointL . Alors, nous ne stockons que la matrice procheL qui est une matrice creuse. 
Le terme  bproche IL .  va être calculé par une méthode à base de points de Gauss.   
 Pour chaque itération, le calcul de produit de GMRES « mm IZ . » dans (IV.18) est 









bproche IL . bainlo
IL .int
par FMM
  bbb ILRIZ .jω. 
bbMImm IZMIZ ... 
 
Figure A.3.1.  Schéma de calcul de produit de GMRES 
 
c) Exemple  
Afin de montrer la performance de la méthode FMM, nous considérons une région 
volumique ΩC en forme plaque au carré (100 mm×100 mm×5mm) en aluminium (ρ = 
2,836×10-8 Ωm). Cette plaque est alimentée par une source de tension extérieure (1V, 50Hz) 
(voir la Figure A.3.2). 
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Figure A.3.2.  Géométrique considéré 
 
L’objectif de cet exemple est l’évaluation de l’efficace de l’utilisation de la méthode 
FMM (le temps d’intégration et l’espace de mémoire). Cet exemple sera modélisé par deux 
formulations. La première est la formulation initiale proposée dans chapitre IV en utilisant des 
éléments de facette. La seconde est la formulation améliorée par l’utilisation de la méthode 
FMM. Les simulations seront réalisées sur un PC standard de 3Go de RAM.   
 
 


























Courbe du temps d’intégration 


























Courbe du temps de résolution 
Figure A.3.3.Les courbe du temps obtenus en utilisant la méthode FMM en fonction de nombre d’éléments   
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Courbe du mémoire de stockage de matrice Zb 
 












































Erreur relative par rapport avec la solution de la 
formulation initiale  
Figure A.3.4. La courbe du mémoire de stockage de matrice Zb et l’erreur relative par rapport avec la 
solution de la formulation initiale en fonction de nombre d’éléments    
 
Les Figure A.3.3 et A.3.4 et le Tableau A.3.1 présentent les résultats de simulation ce qui 
comportent le temps d’intégration, le temps de résolution, le mémoire de stockage de la 
matrice impédance des branches Zb, l’erreur relative entre la formulation améliorée et la 





Formulation initiale (sans FMM) Formulation améliorée avec FMM 
Pertes (W) Isource (A) Pertes (W) Isource (A) 
2.000 50,458 76,954-j*42,878 50,457 76,954-j*42,878 
4.000 50,746 76,945-j*45,422 50,744 76,943-j*45,423 
6.000 46,417 71,631-j*37,609 46,414 71,626-j*37,612 
8.000 42,391 66,569-j*30,746 42,388 66,565-j*30,749 
10.000 42,755 67,242-j*31,703 42,752 67,237-j*31,706 
 
Tableau A.3.1 Pertes Joules dans la plaque et courant traversant la source de tension 
 
Tout d’abord, il faut noter que le calcul pour la formulation initiale est limité avec 3500 
éléments sur un PC standard 3Go de RAM. Tandis que, en utilisant la méthode FMM, nous 
pouvons traiter un maillage à 10.000 éléments. A partir des résultats obtenus, nous constatons 
que : 
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 En appliquant la méthode FMM, nous avons gagné quasiment 2,5 fois de temps 
d’intégration (voir la Figure A.3.3), 3 fois de temps de résolution (Figure A.3.3) et 10 
fois de mémoire de stockage la matrice interaction de la méthode intégrale (Figure 
A.3.4) pour le maillage de 10.000 éléments. 
 Au niveau des pertes Joules et courant traversant la source de tension, les résultats de 
formulation amélioré sont très proches avec la formulation initiale. Elle conduit à une 
erreur de 7E-3 % des pertes Joules (Figure A.3.4) dans la plaque par rapport la valeur 
de pertes de formulation initiale pour le maillage à 10.000 éléments.  
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non-magnetic conductors using facet elements. In the approach, the conductors are 
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of an electrical equivalent circuit. An algorithm detecting the independent loops is 
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Abstract : 
A volume integral formulation to compute eddy currents in non-magnetic conductive 
media is presented. The current distribution is approximated with facet finite elements. 
The formulation is general and leads to an equivalent lumped elements circuit. In order 
to ensure the solenoidality of the current distribution, an algorithm detecting the 
independent loops is then used for the resolution. The formulation is tested on TEAM 
workshop Problem 7. Even with coarse meshes, its accuracy is demonstrated.  
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Abstract : 
A volume integral formulation using facet elements to compute eddy currents in thin 
conductive shells is presented. The formulation is general and takes into account the 
field variation through the depth due to skin effect. The formulation leads to an 
equivalent lumped elements circuit which can be coupled with an external circuit. The 
resolution of circuit is achieved by the independent loops method. The formulation is 
validated thanks to two numerical examples. The results are compared with an 







METHODE PEEC INDUCTIVE PAR ELEMENT DE FACETTE POUR LA 
MODELISATION DES REGIONS CONDUCTRICES VOLUMIQUES ET MINCES 
 
Résumé : 
La méthode PEEC est connue comme une bonne méthode pour la modélisation des interconnexions électriques 
dans les domaines de l’électronique de puissance et l’électrotechnique. Elle s'applique à une large gamme de 
dispositifs : circuits imprimés, bus-barres, conducteurs massifs. Elle est particulièrement bien adaptée pour la 
modélisation de régions conductrices du type filaire. Cependant, elle est requise d’un maillage structuré 
(discrétisation des géométries en quadrangles) et l’approche est limitée en fréquence (grande épaisseur de peau). 
Enfin, il semble actuellement difficile d’envisager la modélisation de conducteurs volumiques dans une 
formulation PEEC standard. 
Cette thèse développe des formulations intégrales en utilisant des éléments de facette afin d’lever des verrous de 
la méthode PEEC standard évoqués ci-dessus. Elle constitue de fait une généralisation de la méthode PEEC 
standard par la prise en compte de maillages non structurés (volumique et surfacique) et la prise en compte de 
notion de régions minces à faible épaisseur de peau.  
Les applications visées sont la modélisation de systèmes de conducteurs complexes (des régions non simplement 
connexes) en prenant en compte des connexions entre des régions (volumique/filaire, surfacique/filaire, 
volumique/surfacique et surfacique/surfacique). 





The PEEC method is known as a good method for modeling electrical connections in the domains of power 
electronics and electrical engineering. It applies to a wide range of devices: printed circuits, bus-bars, solid 
conductors. It is particularly well adapted for modeling the wire type conductive regions. However, it is required 
a structured mesh (discretization geometries quadrangles) and this approach is limited in frequency (high skin 
depth). Finally, it now seems difficult to envisage modeling of the volume conductors in standard PEEC 
formulation.  
This thesis develops integrals formulations using facet elements to improve the above mentioned limitations of 
the standard PEEC method. It is in fact a generalization of the standard PEEC method by taking into account 
unstructured meshes (volume and surface) and taking into account the notion of thin region with a small skin 
depth.  
The applications are the modeling of complex systems of conductors (non-simply connected regions) taking into 
account the connections between regions (volume / wireframe, surface / wired volume / surface and surface / 
surface). 
Key words: PEEC, integral equation method, eddy current, facet elements, thin region, coupling of methods. 
